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ლექცია 1

სიმრავლეთა თეორიის ელემენტები

ამ ლექციაში გავეცნობით სიმრავლის ცნებას, შემოვიღებთ აუცილებელ განსაზღვრე-
ბებს და განვიხილავთ ძირითად სიმრავლურ ოპერაციებს.

1.1 სიმრავლის ცნება.
სიმრავლე მათემატიკის ერთ–ერთი ძირითადი ცნებაა. ამ ცნების მნიშვნელობას ხაზს
უსვამს მათემატიკის, როგორც მეცნიერების, ერთ–ერთი განსაზღვრება: მათემატიკა
არის მეცნიერება, რომელიც შეისწავლის გარკვეულ სტრუქტურებს სიმრავლეებზე.

სიმრავლე არის გარკვეულ ობიექტთა ერთობლიობა, კლასი.
სიმრავლე და ობიექტთა ერთობლიობა სინონიმებია. ობიექტებს, რომლებისგანაც

შედგება მოცემული სიმრავლე, სიმრავლის ელემენტები ეწოდება. ჩვეულებრივ, სიმ-
რავლეები ლათინური ანბანის დიდი ასოებით აღინიშნება: A,B,C,D, ..., ხოლო სიმ-
რავლის ელემენტები– ლათინური ანბანის პატარა ასოებით: a, b, c, d, .... თუ a ობიექტი
A სიმრავლის ელემენტია, მაშინ ჩავწერთ a ∈ A და უკანასკნელ ჩანაწერს ასე წავიკი-
თხავთ: "a ელემენტი ეკუთვნის A სიმრავლეს". ჩანაწერი a /∈ A ან a∈A ნიშნავს, რომ a
ელემენტი არ ეკუთვნის A სიმრავლეს, ანუ A სიმრავლის ელემენტთა შორის არ არის
a.

როდესაც სიმრავლეზე ვსაუბრობთ, ვგულისხმობთ, რომ ყოველი ობიექტის მი-
მართ ჭეშმარიტია ერთი და მხოლოდ ერთი შემდეგი ორი შესაძლებლობიდან:
ობიექტი ეკუთვნის მოცემულ სიმრავლეს, როგორც მისი ელემენტი ან არა.

მაგალითი 1.1 ვთქვათ, N არის ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე, მაშინ განსა-
ზღვრების ძალით 5 ∈ N, ხოლო 2/3 /∈ N.

სიმრავლე შედგება მხოლოდ ერთმანეთისაგან განსხვავებული ობიექტებისაგან. თუ
A სიმრავლის ელემენტებია a, b, c, d, ..., მაშინA სიმრავლე შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგ-
ნაირად A = {a, b, c, d, ...}. მაგალითად, თუ 2, 4, 5, 9 არის A სიმრავლის ელემენტები და
ის სხვა ელემენტს არ შეიცავს, მაშინ შეგვიძლია, ჩავწეროთ A = {2, 4, 5, 9}. შევნიშ-
ნოთ, რომ ჩაწერა {2, 4, 5, 2, 9} არ არის კორექტული, რადგანაც 2, როგორც ობიექტი,
შესაბამის ჩანაწერში უნდა მონაწილეობდეს მხოლოდ ერთხელ. ჩანაწერი: {2, 5, {5}},
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ცხადია სიმრავლეს წარმოადგენს, რომელიც შეიცავს სამ ელემენტს (შევნიშნოთ, რომ
{5} და 5 განხილული სიმრავლის სხვადასხვა ელემენტებია).

ხშირად გამოვიყენებთ სიმრავლის მოცემის ასეთ წესს: დავასახელებთ რაიმე
თვისებას, რომელსაც აკმაყოფილებს აღსაწერი ერთობლიობის ყველა ობიექტი
და მხოლოდ ისინი.

ვთქვათ, P არის თვისება, რომელიც გააჩნია გარკვეული ტიპის ობიექტებს, მაშინ ამ
თვისების მქონე ყველა ობიექტთაA სიმრავლე ასე ჩაიწერება:A = {x : x–ს აქვსPთვისება}.

მაგალითი 1.2 სიმრავლე {x : x > 0} წარმოადგენს ყველა დადებით რიცხვთა
სიმრავლეს.

N ,Z, Q, I და R სიმბოლოებით აღნიშნავენ, შესაბამისად, ნატურალურ, მთელ, რა-
ციონალურ, ირაციონალურ და ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეებს.

ვთქვათ, მოცემულია A და B სიმრავლე. A სიმრავლეს ეწოდება B სიმრავლის ნაწი-
ლი ანუ ქვესიმრავლე, თუ A სიმრავლის ყოველი ელემენტი B სიმრავლესაც ეკუთვნის.
ამ შემთხვევაში წერენ A ⊂ B. ეს უკანასკნელი იკითხება ასე: A სიმრავლე B სიმრავ-
ლის ქვესიმრავლეა. განსაზღვრებიდან უშუალოდ გამომდიმნარეობს, რომ ყოველი B
სიმრავლისთვის სამართლიანია ჩართვა B ⊂ B.

მათემატიკაში ასევე შემოტანილია ე.წ. ცარიელი სიმრავლის ცნებაც.
ცარიელი სიმრავლე ეწოდება სიმრავლეს, რომელიც არ შეიცავს არც ერთ ელე-

მენტს. ცარიელი სიმრავლე აღინიშნება ∅ სიმბოლოთი. მიღებულია, რომ ცარიელი
სიმრავლე ნებისმიერი A სიმრავლის ქვესიმრავლეა.

მომავალში, გარკვეული ობიექტების ჩამოთვლისას, ნაცვლად მძიმეებისა, შეიძლე-
ბა ზოგჯერ წერტილ-მძიმეებიც გამოვიყენოთ.

მაგალითი 1.3 განვიხილოთ სიმრავლე A = {a, b, c}. სიმრავლეები ∅,
{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c} არიან A სიმრავლის ქვესიმრავლეები, მაგ-
რამ არ არან მისი ელემენტები.

ვთქვათ, A და B ისეთი სიმრავლეებია, რომ A ⊂ B და B ⊂ A. ამ შემთხვევაში
ვიტყვით, რომ A და B ტოლი სიმრავლეებია და ვწერთ A = B.

მაგალითი 1.4 ვთქვათ, A = {1, 7, 8} და B = {7, 1, 8}. ცხადია, რომ A = B.

სიმრავლეს ეწოდება სასრული, თუ მისი ელემენტების რაოდენობა არის რაიმე
მთელი არაუარყოფითი რიცხვი. სიმრავლეს ეწოდება უსასრულო, თუ ის სასრუ-
ლი არაა, ანუ შეიცავს ელემენტთა უსასრულო რაოდენობას.
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ნატურალურ რიცხვთა N სიმრავლე უსასრულო სიმრავლის ერთ–ერთი მაგალითია.
მომავალში, ჩანაწერების გამარტივების მიზნით, ზოგჯერ, ნაცვლად სიტყვებისა

”
ან“,

”
და“,

”
არსებობს“,

”
ნებისმიერი“ გამოვიყენებთ, შესაბამისად, სიმბოლოებს ∨, ∧, ∃, ∀.

1.2 მოქმედებები სიმრავლეებზე
ვთქვათ, მოცემულია A და B სიმრავლე. A და B სიმრავლეების გაერთიანება ეწოდება
ყველა იმ ელემენტთა სიმრავლეს, რომლებიც A და B სიმრავლეებიდან ერთ–ერთს
მაინც ეკუთვნის. A და B სიმრავლეების გაერთიანება აღინიშნება A ∪ B სიმბოლოთი.
ამგვარად A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} (იხ. სურ 1.1).

სურ 1.1

მაგალითი 1.5 ვთქვათ, A = {1, 7, 8} და B = {7, 1, 10, 11}. მაშინ

A ∪B = {1, 7, 8, 10, 11}.

A და B სიმრავლეების თანაკვეთა ეწოდება ყველა იმ ელემენტთა სიმრავლეს, რომ-
ლებიც ეკუთვნის A და B სიმრავლეებიდან თითოეულს. A და B სიმრავლეების თანაკ-
ვეთა აღინიშნება A ∩B სიმბოლოთი. ამგვარად, A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} (იხ. სურ
1.2).

მაგალითი 1.6 ვთქვათ, A = {1, 7, 8} და B = {7, 1, 10, 11}. მაშინ

A ∩B = {1, 7}.

ცხადია, რომ თუ A ⊂ B, მაშინ A ∪B = B და A ∩B = A.
A და B სიმრავლეთა სხვაობა ეწოდება A სიმრავლის ყველა იმ ელემენტისაგან

შედგენილ სიმრავლეს, რომლებიც B სიმრავლეს არ ეკუთვნის. A და B სიმრავლეთა
სხვაობა აღინიშნება A\B სიმბოლოთი. ამგვარად, A\B = {x : x ∈ A∧x /∈ B} (იხ. სურ
1.3).
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სურ 1.2

სურ 1.3

ბრტყელი ფიგურების საშუალებით სიმრავლეების გამოსახვის ასეთ დიაგრამებს ვე-
ნის დიაგრამებს უწოდებენ.

მაგალითი 1.7 ვთქვათ, A = {1, 7, 8} და B = {7, 1, 10, 11}. მაშინ A\B = {8}.

მაგალითი 1.8 ვთქვათ, A = {1, 7, 9} და B = {1, 7, 10, 11}. ცხადია, რომ A\B =
{9}, მაგრამ (A\B) ∪B = {1, 7, 9, 10, 11} 6= A

სიმრავლეების გაერთიანება და თანაკვეთა შეიძლება განისაზღვროს არა მარტო
ორი, არამედ–რამდენიმე სიმრავლისთვისაც.

A და B სიმრავლეების სიმეტრიული სხვაობა ეწოდება (A\B) ∪ (B\A) სიმრავლეს.
A და B სიმრავლეების სიმეტრიული სხვაობა აღინიშნება სიმბოლოთი A4B (იხ. სურ
1.4).
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სურ 1.4

n(S)–ით აღვნიშნოთ სასრული S სიმრავლის ელემენტთა რაოდენობა. სამართლი-
ანია ფორმულა:

n(S ∪ T ) = n(S) + n(T )− n(S ∩ T ).

ვთქვათ, M რაიმე არაცარიელი სიმრავლეა და A ⊂ M . CMA სიმბოლოთი აღვნიშ-
ნავთ M\A სიმრავლეს და ვუწოდებთ A სიმრავლის დამატებას M სიმრავლემდე.

თეორემა 1.1 (დე მორგანის კანონები) ვთქვათ, A ⊂ M და B ⊂ M . სამართლი-
ანია ტოლობები:

CM(A ∪B) = CMA ∩ CMB,
CM(A ∩B) = CMA ∪ CMB.

სიმრავლეთა დეკარტული ნამრავლი. ვთქვათ, a და b რაიმე ობიექტებია. (a, b)
სიმბოლოთი აღვნიშნოთ დალაგებული წყვილი, რომლის პირველი ელემენტია a, ხოლო
მეორე - b. ვიტყვით, რომ ორი (a, b) და (c, d) დალაგებული წყვილი ტოლია, თუ a = c
და b = d.

შევნიშოთ, რომ (a, b) და {a, b} სხვადასხვა ობიექტებია: (a, b) დალაგებული წყვი-
ლია, ხოლო {a, b} - ორელემენტიანი სიმრავლე. დასაშვებია (a, a) წყვილი, ხოლო {a, a}
სიმბოლოს აზრი არ აქვს.

ვთქვათ, მოცემულია A და B სიმრავლე. ყველა დალაგებული (a, b) წყვილის სიმ-
რავლეს, სადაც a ∈ A და b ∈ B, A და B სიმრავლეთა დეკარტული ნამრავლი
ეწოდება და აღინიშნება A×B სიმბოლოთი.

ამგვარად, A × B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}. თუ A = B, მაშინ A × A დეკარტულ
ნამრავლს ვუწოდებთ A სიმრავლის დეკარტულ კვადრატს და მას A2 სიმბოლოთი
აღვნიშნავთ.
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მაგალითი 1.9 ვთქვათ, A = {1, 7, 9} და B = {1, 7, 10, 11}. მაშინ

A×B = {(1, 1), (1, 7), (1, 10), (1, 11), (7, 1), (7, 7),

(7, 10), (7, 11), (9, 1), (9, 7), (9, 10), (9, 11)} .

მაგალითი 1.10 ვთქვათ, A = [0; 2] , B = [1; 2]. რადგან რიცხვთა ყოველ და-
ლაგებულ (a, b) წყვილს სიბრტყეზე შეესაბამება ერთადერთი წერტილი, რომლის
პირველი კოორდინატია a , ხოლო მეორე - b , ამიტომ ამ სიმრავლეთა დეკარტულ
ნამრავლს შეგვიძლია მოვუძებნოთ მარტივი ინტეპრეტაცია საკოორდინატო სიბ-
რტყეზე. როგორც სურ. 1.5-ზე ჩანს, საზოგადოდ, A×B 6= B × A.

სურ 1.5

შევნიშნოთ, რომ სიმრავლეთა დეკარტული ნამრავლის განსაზღვრების ძალით,
თუ მოცემული სიმრავლეებიდან ერთი მაინც ცარიელია, მაშინ მათი დეკარტული
ნამრავლი ცარიელი სიმრავლეა.

1.3 სავარჯიშოები:
1. ვთქვათ A = {1} და B = {1, 2}. ჭეშმარიტია თუ მცდარი:

ა) A ⊂ B; ბ) 1 ∈ A; გ) 2 ∈ A; დ) 2 ∈ B; ე) 2 ⊂ B; ვ) A ∈ B

2. შეადგინეთ A = {1, 3, 7, 9} სიმრავლის ყველა შესაძლო ქვესიმრავლე.

3. ვთქვათ, მოცემულია სიმრავლეები: A = {1, 2}, B = {{1} , {2}}, C = {{1} , {1, 2}}
და D = {{1} , {2} , {1, 2}}. ჭეშმარიტია თუ მცდარი:
ა) A = B; ბ) A ⊂ B; გ) A ⊂ C; დ) A ∈ B; ე) A ∈ C; ვ) B ∈ D
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4. იპოვეთ A ∪B, A ∩B, A\B, B\A, A∆B, A×B, თუ
ა) A = {1, 2, 5, 9}, B = {2, 9, 7, 5, 1, 6};
ბ) A = {2n : n ∈ N}, B = {2n+ 1 : n ∈ N};
გ) A = (1; 6), B = [1; 6];
დ) A = (1; +∞), B = (−∞; 6].

5. მოცემულია სიმრავლეები: A = {1, 3, 4}, B = {3, 7, 9}, C = {3, 8, 9}. იპოვეთ:
ა) (A∪B)∩C; ბ) (A\B)× (B\C); გ) (A∩B)∪C; დ) (A∪B)× (B\C).

6. მოცემულია სიმრავლეები: A = {3, 5, 8}, B = {8, 9, 11}, C = {8, 10}. იპოვეთ:
ა) (A ∪B) ∪ C; ბ) (A\B) ∩ (B\C);
გ) (A ∩B) ∩ C; დ) (A ∪B) ∩ (B\C).

7. მოცემულია სიმრავლეები: A = {2, 4, 7}, B = {7, 8, 9}, C = {7, 9}. იპოვეთ:
ა) (A ∩B) ∪ C; ბ) (A\B)× (C\B);
გ) (A ∪B) ∩ C; დ) (A\B)× (B\C).

8. მოცემულია სიმრავლეები: A = {5, 7, 8}, B = {7, 13}, C = {7, 12, 13}. იპოვეთ:
ა) (A ∩B) ∪ C; ბ) (A\B)× (B\C);
გ) (A ∪B) ∩ C; დ) (A ∩B)× (B ∪ C).

9. დაშტრიხეთ A×B, თუ
ა) A = [1; 3], B = [−1; 4]; ბ) A = (2; 4), B = (−2; 1);
გ) A = [1; 4), B = (2; 5]; დ) A = [0; 4], B = (0; 2);
ე) A = {2}, B = [3; 4]; ვ) A = (2; 4], B = {3}.

10. მიუთითეთ ცარიელი სიმრავლეები.
ა) ევროპის ქვეყნების სიმრავლე, რომელთა დასახელება იწყება "ი"ასოზე.
ბ) მარსზე მცხოვრები ადამიანების სიმრავლე.
გ) ერთზე ნაკლები ნატურალური რიცხვების სიმრავლე.
დ) საქართველოს ქალაქების სიმრავლე, რომელთა მოსახლეობა აღემატება 100000.

11. მიუთითეთ ცარიელი სიმრავლეები.
ა) საქართველოს ქალაქების სიმრავლე, რომელთა დასახელება იწყება "ს"ასოზე.
ბ) x2 + 10 = 0 განტოლების ნამდვილ ამონახსნთა სიმრავლე.
გ) ლუწი მარტივი რიცხვების სიმრავლე.
დ) 5x2 > −1 უტოლობის ნამდვილ ამონახსნთა სიმრავლე.

12. მართებულია თუ არა ტოლობა A = B, თუ A = {0;−1; 3} და
B = {x : x(x2 − 2x− 3) = 0}?

13. მართებულია თუ არა ტოლობა A = B, თუ A = {−3;−1; 4} და
B = {x : x(x2 − 3x− 4)(x2 + 4x+ 3) = 0}?

14. ტურისტულ სააგენტოს მიაკითხა 64-მა ადამიანმა, რომელთაგან 26-ს სურს სა-
მოგზაუროდ წასვლა ავსტრიაში, 43-ს - ესპანეთში, ხოლო 13-ს - ორივე ქვეყანა-
ში.
ა) რამდენ ადამიანს სურს სამოგზაუროდ წასვლა მხოლოდ ავსტრიაში?
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ბ) რამდენ ადამიანს სურს მოგზაურობა მხოლოდ ესპანეთში?
გ) რამდენ ადამიანს სურს იმოგზაუროს ავსტრიაში ან ესპანეთში?
დ) რამდენ ადამიანს არ სურს იმოგზაუროს ავსტრიაში ან ესპანეთში?

15. გამოკითხული 92 სტუდენტიდან აღმოჩნდა, რომ 64 მათგანი სწავლობს ინგლი-
სურ ენას, 45 - ფრანგულს, ხოლო 26 - ორივე უცხო ენას.
ა) რამდენი სტუდენტი სწავლობს მხოლოდ ინგლისურს?
ბ) რამდენი სტუდენტი სწავლობს მხოლოდ ფრანგულს?
გ) რამდენი სტუდენტი სწავლობს ინგლისურ ან ფრანგულ ენებს?
დ) რამდენი სტუდენტი არ სწავლობს არც ერთ უცხო ენას?

16. ჩაწერეთ რაიმე ისეთი A და B სიმრავლეები, რომელთათვისაც:
ა) A ∩B = {a;−1; 7}; ბ) A ∩B = ∅;
გ) A ∪B = {4; 9;−3; b}; დ) A ∪B = {5};
ე) A\B = {2; k}; ვ) A\B = A.

17. ვენის დიაგრამების გამოყენებით აჩვენეთ, თუ როდის არის სამართლიანი შემდე-
გი სიმრავლური ტოლობა (A\B) ∪B = A.

18. ჩაწერეთ A = {a; b; 7} სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლისაგან შედგენილი სიმრავ-
ლე.

19. ჩაწერეთ B = {5; {c} ; ∅} სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლისაგან შედგენილი სიმ-
რავლე.

20. მოცემულია სიმრავლეები: A = {a; b}, B = {1; 2; 3} და C = {2; 3; 7; 9}. ჩაწერეთ
სიმრავლე A× (B ∩ C).

21. მოცემულია სიმრავლეები: A = {−2; k}, B = {2; 5} და C = {2; b}. ჩაწერეთ
სიმრავლე (B ∪ C)× A
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ლექცია 2

ნამდვილ რიცხვთა ღერძი, მართკუთხა
საკოორდინატო სისტემა

შემოვიღებთ ნამდვილ რიცხვთა ღერძს, განვიხილავთ ღერძზე სხვადასხვა სახის რი-
ცხვით შუალედებს, გავეცნობით ნამდვილი რიცხვის მოდულის თვისებებს, შემოვი-
ღებთ დეკარტის მართკუთხა საკოორდინატო სისტემას.

2.1 რიცხვითი ღერძი. რიცხვითი შუალედები. ნამდვილი
რიცხვის მოდული და მისი თვისებები. მართკუთხა
კოორდინატთა სისტემა

განვიხილოთ წრფე და მასზე მდებარე ორიAდაB განსხვავებული წერტილი. ამ წრფეზე
შეიძლება ავირჩიოთ მოძრაობის ორი მიმართულება: A-დან B-სკენ, ან B-დან A-სკენ.
მათგან ერთ–ერთი, მაგალითად, A-დან B-სკენ, მივიღოთ დადებით მიმართულებად.
ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლესა და აღებულ წრფის წერტილთა სიმრავლეს შორის შე-
იძლება, დამყარდეს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა შემდეგი წესით: ნულს შევუსაბა-
მოთ წრფის რომელიმე O წერტილი, რომელსაც სათავე ვუწოდოთ. რაიმე მონაკვეთის
სიგრძე მივიღოთ სიგრძის ერთეულად და ნამდვილი ±a(a > 0) რიცხვს შევუსაბამოთ
წრფის წერტილი, რომელიც დაშორებულიაO სათავიდან a მანძილით დადებითი მიმარ-
თულებით +a რიცხვისათვის და უარყოფითი მიმართულებით −a რიცხვისათვის. ცხა-
დია, რომ ეს შესაბამისობა ურთიერთცალსახაა. ამ წესით მიღებულ წრფეს ვუწოდოთ
რიცხვითი ღერძი ანუ საკოორდინატო ღერძი. საკოორდინატო ღერძის რაიმე წერტი-
ლის შესაბამის რიცხვს ამ წერტილის კოორდინატი ეწოდება.

მაშასადამე, წერტილის მდებარეობა ნამდვილ რიცხვთა ღერძზე განისაზღვრება
ერთი კოორდინატით. შემდგომში ნამდვილ რიცხვსა და მის შესაბამის წერტილს
ღერძზე გავაიგივებთ.

ვთქვათ: a და b ორი ნამდვილი რიცხვია და a < b.

განსაზღვრება 2.1 ყველა იმ ნამდვილ x რიცხვთა სიმრავლეს, რომელიც აკმაყო-
ფილებს უტოლობას

a ≤ x ≤ b,
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ჩაკეტილი შუალედი (მონაკვეთი) ეწოდება და [a; b] სიმბოლოთი აღინიშნება, ანუ

[a; b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}.

ანალოგიურად,
(a; b) = {x ∈ R : a < x < b}

სიმრავლეს ღია შუალედი (ინტერვალი) ეწოდება, ხოლო

[a; b) = {x ∈ R : a ≤ x < b},

(a; b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}

სიმრავლეებს ნახევრად ღია შუალედები ეწოდებათ.

განსაზღვრება 2.2 ყველა იმ ნამდვილ x რიცხვთა სიმრავლეს, რომელიც აკმაყო-
ფილებს უტოლობას x ≥ a, უსასრულო შუალედი ეწოდება და [a;∞) სიმბოლოთი
აღინიშნება, ანუ

[a;∞) = {x ∈ R : x ≥ a}.

უსასრულო შუალედებს წარმოადგენენ აგრეთვე შემდეგი სიმრავლეები:

(a;∞) = {x ∈ R : x > a},

(−∞; b] = {x ∈ R : x ≤ b},
(−∞; b) = {x ∈ R : x < b}.

ნამდვილ რიცხვთა R სიმრავლეც უსასრულო შუალედს წარმოადგენს და იგი ასე აღი-
ნიშნება

R = (−∞;∞).

მაგალითი 2.1 რიცხვით ღერძზე დავშტრიხოთ (1; 3) და [2; 7] სიმრავლეების თა-
ნაკვეთა (იხილეთ სურათი 2.1)

განსაზღვრება 2.3 ნამდვილი a რიცხვის მოდული ეწოდება თვით ამ a რიცხვს, თუ
იგი არაუარყოფითია და მის მოპირდაპირე რიცხვს, თუ იგი უარყოფითია. რიცხვის
მოდული |a| სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი.

|a| =
{

a, როცა a ≥ 0,
−a, როცა a < 0.
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სურ 2.1

ცხადია, რომ გეომეტრიულად ნამდვილი რიცხვის მოდული წარმოადგენს მან-
ძილს რიცხვითი ღერძის სათავიდან ამ რიცხვის შესაბამის წერტილამდე.

მაგალითად: |5| = 5, |−2| = −(−2) = 2. მოვიყვანოთ მოდულის ზოგიერთი თვისება:

თვისება 2.1 ა) ნებისმიერი a ნამდვილი რიცხვის მოდული არაუარყოფითი სიდი-
დეა |a| ≥ 0;
ბ) მოპირდაპირე რიცხვების მოდულები ტოლია |a| = | − a|.

თვისება 2.2 ორი რიცხვის ჯამის მოდული არ აღემატება ამ რიცხვების მოდულე-
ბის ჯამს

|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

თვისება 2.3 თუ a და b ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ

||a| − |b|| ≤ |a− b| .
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თვისება 2.4 ორი რიცხვის ნამრავლის მოდული უდრის ამ რიცხვების მოდულების
ნამრავლს, ე. ი.

|ab| = |a| |b|

.

თვისება 2.5 ორი რიცხვის შეფარდების მოდული (b 6= 0) უდრის ამ რიცხვების
მოდულების შეფარდებას, ე. ი. ∣∣∣a

b

∣∣∣ =
|a|
|b|
.

მანძილის გამოსათვლელი ფორმულა საკოორდინატო ღერძზე
ვთქვათ, a და b ორი ნამდვილი რიცხვია. მაშინ a და b წერტილებს შორის მანძილი
გამოითვლება შემდეგი ფორმულით:

d(a, b) = |b− a|.

თვისება 2.1–ის ძალით მივიღებთ

|b− a| = |a− b| .

განვიხილოთ სიბრტყეზე ერთიდაიმავე მასშტაბის ორი ურთიერთმართობული და
საერთო სათავის მქონე OX და OY საკოორდინატო ღერძი. OX ღერძს ვუწოდოთ
აბსცისათა ღერძი, ხოლო OY ღერძს – ორდინატთა ღერძი. როგორც წესი,სიბრტყეზე
აბსცისთა ღერძს იღებენ "ჰორიზონტალურად"და მასზე მოძრაობას ირჩევენ მარცხნი-
დან მარჯვნივ, ორდინატთა ღერძს კი იღებენ "ვერტიკალურად"და მასზე მიმართულე-
ბას ირჩევენ ქვემოდან ზემოთ. საკოორდინატო ღერძები სიბრტყეს ყოფს ოთხ ნაწი-
ლად, რომელთაც მეოთხედები ეწოდება და ინომრებიან ისე, როგორც სურ. 2.2-ზეა
ნაჩვენები. საკოორდინატო ღერძთა ასეთ სისტემას მართკუთხა კოორდინატთა სისტე-
მა ეწოდება, ხოლო ღერძების გადაკვეთის O წერტილს კოორდინატთა სისტემის სათა-
ვე. შევნიშნოთ, რომ თავად საკოორდინატო ღერძების წერტილებს არ მივაკუთვნებთ
არცერთ მეოთხედს.

სიბრტყეზე აღებული ნებისმიერი P წერტილიდან OX და OY ღერძებისადმი გავავ-
ლოთ მართობები. OX ღერძისადმი გავლებული მართობის ფუძის კოორდინატი აღ-
ვნიშნოთ x–ით, ხოლო OY ღერძისადმი გავლებული მართობის ფუძის კოორდინატი
კი– y–ით. ამგვარად, სიბრტყის ნებისმიერ A წერტილს შეესაბამება ნამდვილ რიცხვთა
გარკვეული (x, y) წყვილი. x-ს ეწოდება A წერტილის აბსცისა, ხოლო y–ს ორდინატი,
x-ს და y–ს ეწოდება A წერტილის კოორდინატები და წერენ A(x, y).
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სურ 2.2

ვთქვათ, მოცემულია ნამდვილ რიცხვთა (x, y) წყვილი. აბსცისათა ღერძის x წერ-
ტილსა და ორდინატთა ღერძის y წერტილზე გავავლოთ შესაბამისად OX და OY ღერ-
ძების მართობული წრფეები. ცხადია, რომ მოცემული (x, y) წყვილი შეესაბამება გავ-
ლებული პერპენდიკულარების გადაკვეთის A წერტილს. ამ წესით ნამდვილ რიცხვთა
ნებისმიერ (x, y) წყვილს შეესაბამება სიბრტყის ერთადერთი წერტილი, რომლის კო-
ორდინატებია x და y(იხ. სურ. 2.3).

სურ 2.3

ამრიგად, სიბრტყის წერტილებსა და ნამდვილ რიცხვთა წყვილების სიმრავლეს
შორის დამყარებულია ურთიერთცალსახა შესაბამისობა.

სიბრტყეს, რომლეზედაც არჩეულია კოორდინატთა სისტემა, საკოორდინატო სიბ-
რტყე (ან დეკარტის საკოორდინატო სისტემა) ეწოდება და აღინიშნება R2 სიმბოლოთი.

ვთქვათ, A(x1, y1) და B(x2, y2) სიბრტყის ნებისმიერი ორი წერტილია. მაშინ, რო-
გორც სურათი 2.4–დან ჩანს

d(A,C) = |x2 − x1|
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და
d(B,C) = |y2 − y1|.

რადგანაც სამკუთხედი ACB მართკუთხაა, პითაგორას თეორემის ძალით მივიღებთ,
რომ

d2(A,B) = d2(A,C) + d2(B,C).

აქედან ვასკვნით, რომ

საკოორდინატო სიბრტყეზე ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათვლელ ფორ-
მულას აქვს სახე:

d(A,B) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

სურ 2.4

ვიპოვოთ სიბრტყეზე მოცემული A(x1, y1) და B(x2, y2) წერტილების შემაერთებე-
ლი მონაკვეთის M(x, y) შუაწერტილის კოორდინატები (იხ. სურათი 2.5). რადგანაც
d(A,P ) = d(M,Q), მივიღებთ:

x− x1 = x2 − x

და
x =

x1 + x2

2
.

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ

y =
y1 + y2

2
.
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სურ 2.5

ამრიგად, A(x1, y1) და B(x2, y2) წერტილების შემაერთებელი მონაკვეთის M(x, y)
შუაწერტილის კოორდინატები გამოითვლება ფორმულით:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
.

მაგალითი 2.2 ვთქვათ, მოცემულია ოთხკუთხედი, რომლის წვეროების კოორდი-
ნატებია: P (1, 2), Q(4, 4), R(5, 9) და S(2, 7). დაამტკიცეთ, რომ ეს ოთხკუთხედი პა-
რალელოგრამია.

ამოხსნა: როგორც ჩვენთვის ცნობილია, თუ ოთხკუთხედში დიაგონალები იკვე-
თება შუა წერტილში, მაშინ ასეთი ოთხკუთხედი წარმოადგენს პარალელოგრამს.
შევამოწმოთ მოყვანილი თვისება. PR დიაგონალის შუაწერტილის კოორდინატე-
ბია: (

1 + 5

2
,
2 + 9

2

)
=

(
3,

11

2

)
.

ანალოგიურად, QS დიაგონალის შუაწერტილის კოორდინატებია(
4 + 2

2
,
4 + 11

2

)
=

(
3,

11

2

)
.

ვინაიდან, მოცემული ოთხკუთხედის დიაგონალები იკვეთება შუაწერტილში, ვას-
კვნით, რომ ეს ოთხკუთხედი პარალელოგრამია.

ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი განტოლება

2x− y = 3. (2.1)
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სიბრტყეზე განვიხილოთ ყველა იმ (x, y) წერტილთა სიმრავლე, რომელიც აკმა-
ყოფილებს (2.1) განტოლებას. ამ სიმრავლეს ვუწოდებთ მოცემული განტოლების
გრაფიკს.

მაგალითი 2.3 x–ს მივანიჭოთ გარკვეული მნიშვნელობები და გამოვთვალოთ
y–ის შესაბამისი მნიშვნელობები:

x y = 2x− 3 (x, y)
-1 -5 (-1,-5)
0 -3 (0,-3)
1 -1 (1,-1)
2 1 (2,1)
3 3 (3,3)
4 5 (4,5)

აღნიშნული წერტილები განლაგდება წრფეზე, რომლის გავლების შედეგად მივი-
ღებთ მოცემული ფუნქციის გრაფიკს. (იხ. სურათი 2.6).

(a) (b)

სურ 2.6

განსაზღვრება 2.4 იმ წერტილის x კოორდინატს, რომელშიც განტოლების გრაფი-
კი კვეთს OX ღერძს, x–გადაკვეთა ეწოდება.

იმ წერტილის y კოორდინატს, რომელშიც განტოლების გრაფიკი კვეთს OY
ღერძს, y–გადაკვეთა ეწოდება.

x–გადაკვეთის საპოვნელად გრაფიკის შესაბამის განტოლებაში y-ის ნაცვლად
უნდა ჩავსვათ ნული. ხოლო y-გადაკვეთის საპოვნელად x-ის ნაცვლად ჩავსვათ
ნული.
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2.2 სავარჯიშოები:
1. რიცხვით ღერძზე დაშტრიხეთ მოცემული სიმრავლეების თანაკვეთა და გაერთი-

ანება.
ა) [3; 7] და [2; 5]; ბ) [−1; 3] და [0; 2];
გ) [0; 5] და [5; 9]; ე) [−3; 6] და [6; 12];
დ) (−∞; 6] და (6; 9); ვ) (−∞; 2), და (1;∞).

2. გადაწერეთ გამოსახულება მოდულის გარეშე:
ა) |20| ; ბ) |−14| ;
გ)
∣∣√3− 3

∣∣ ; დ) |10− π| .

3. გადაწერეთ გამოსახულება მოდულის გარეშე:
ა) |π − 3| ; ბ)

∣∣1−√2
∣∣ ;

გ) |a− b| , a < b; დ) a+ b+ |a− b| , a < b.

4. გამოთვალეთ:
ა)||−6| − |−3|| ; ბ) −2

|−3| ;

გ) |2− |−15|| ; დ) −1− |1− |−1|| ;
ე)
∣∣−5

12

∣∣ ; ვ)
∣∣7−12

12−7

∣∣ ;
ზ) |(−2) · 6| ; თ)

∣∣(−1
3

)
· 15
∣∣ .

5. გამოთვალეთ მანძილი წერტილებს შორის:
ა) A(2) და B(11); ბ) A(–3) და B(21);
გ) A

(
11
3

)
და B

(
− 3

10

)
; დ) A

(
7
15

)
და B

(−1
21

)
;

ე) A(–38) და B(–57); ვ) A(–21) და B(–18).

6. დაამტკიცეთ:
ა) max(a, b) = a+b+|a−b|

2
; ბ) min(a, b) = a+b−|a−b|

2
.

7. დაამტკიცეთ სამკუთხედის უტოლობა:

|x+ y| ≤ |x|+ |y| .

8. ამოხსენით განტოლებები:
ა) |x| = 6; ბ) |x+ 2| = 5;
გ) |2x− 3| = 9; დ) |1− t| = 1.

9. საკოორდინატო სიბრტყეზე ააგეთ შემდეგი წერტილები :
A(3,−2), B(−1, 0), C(−5, 2), D(−1,−3), E(0, 2).

10. ვთქვათ, M(6, 8) წერტილი არის არის AB მონაკვეთის შუაწერტილი. იპოვეთ B
წერტილის კოორდინატები, თუ ცნობილია, რომ A წერტილის კოორდინატებია
(2, 3) .

11. საკოორდინატო სიბრტყეზე მოცემულია წერტილები. იპოვეთ მანძილი მოცემულ
წერტილებს შორის და ამ წერტილების შემაერთებელი მონაკვეთის შუაწერტილის
კოორდინატები:
ა) (0, 8), (6, 16); ბ) (−2, 5), (10, 0);
გ) (3,−2), (−4, 5); დ) (−1, 1), (−6,−3);
ე) (6,−2), (−6, 2); ვ) (0,−8), (5, 0).
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12. დახაზეთ ოთკუთხედი წვეროებით: A(1, 3), B(5, 3), C(1,−3) და D(5,−3). იპოვეთ
მიღებული ოთხკუთხედის ფართობი.

13. დახაზეთ პარალელოგრამი წვეროებით: A(1, 2), B(5, 2), C(3, 6) და D(7, 6). იპო-
ვეთ მიღებული პარალელოგრამის ფართობი.

14. წერტილები A(1, 0), B(5, 0), C(4, 3) და D(2, 3) მონიშნეთ საკოორდინატო სიბ-
რტყეზე. დახაზეთ მონაკვეთები AB, BC, CD და DA. რა სახის ოთხკუთხედია
ABCD ? იპოვეთ მიღებული ოთხკუთხედის ფართობი.

15. სიბრტყეზე მონიშნეთ წერტილები P (5, 1), Q(0, 6) და R(−5, 1). იპოვეთ იმ S წერ-
ტილის კოორდინატები, რომლისთვისაც ოთკუთხედი PQRS იქნება კვადრატი.

16. A(6, 7) და B(–5, 8) წერტილებიდან რომელი უფრო ახლოსაა საკოორდინატო სის-
ტემის სათავესთან?

17. A(–6, 3) და B(3, 0) წერტილებიდან რომელი უფრო ახლოსაა C(−2, 1) წერტილ-
თან?

18. აჩვენეთ, რომ წერტილები (a, b) და (b, a) თანაბრადაა დაშორებული კოორდინატ-
თა სისტემის სათავიდან.

19. აჩვენეთ, რომ სამკუთხედი წვეროებით A(0, 2), B(–3, –1) და C(–4, 3) ტოლფერ-
დაა.

20. პითაგორას შებრუნებული თეორემის გამოყენებით აჩვენეთ, რომ სამკუთხედი
წვეროებით A(6, –7), B(11, –3) და C(2, –2) მართკუთხაა.

21. მოცემულია სამკუთხედი წვეროებით A(1, 0), B(3, 6) და C(8, 2). იპოვეთ ABC
სამკუთხედის მედიანათა სიგრძეები.

22. ააგეთ შემდეგი წერტილები: P (–1, –4), Q(1, 1) და R(4, 2). იპოვეთ იმ S წერტილის
კოორდინატები, რომლისთვისაც ფიგურა PQRS იქნება პარალელოგრამი.

23. ააგეთ პარალელოგრამი წვეროებით: A(−2,−1), B(4, 2), C(7, 7) და D(1, 4). იპო-
ვეთ მისი დიაგონალების შუაწერტილების კოორდინატები.

24. დაადგინეთ, მოცემული წერტილები ეკუთვნიან თუ არა მოცემული განტოლების
გრაფიკს?
ა) x− 2y − 1 = 0; (0, 0), (1, 0), (−1, 1);
ბ) y(x2 + 1) = 1; (1, 1), (1, 1

2
), (−1, 1

2
);

გ) x2 + xy + y2 = 4, (0,−2), (1,−2), (2,−2);

დ) x2 + y2 = 1, (0, 1), ( 1√
2
, 1√

2
), (
√

3
2
, 1

2
).

25. იპოვეთ OX და OY ღერძებთან გადაკვეთის წერტილები:
ა) y = 2x− 6; ბ) y = x2 − 5;
გ) 4x2 + 25y2 = 100; დ) x2 − xy + 3y = 1;
ე) 9x2 − 4y2 = 36; ვ) y − 2xy + 4x = 1.

26. იპოვეთ OX ღერძის მიმართ A(2,−3) წერტილის სიმეტრიული წერტილი და გა-
მოთვალეთ მანძილი ამ სიმეტრიული წერტილიდან B(5, 6) წერტილამდე.
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27. იპოვეთ OY ღერძის მიმართ A(3,−6) წერტილის სიმეტრიული წერტილი და გა-
მოთვალეთ მანძილი ამ სიმეტრიული წერტილიდან B(5, 7) წერტილამდე.

28. იპოვეთ საკოორდინატო სისტემის სათავის მიმართ A(1,−4) წერტილის სომეტ-
რიული წერტილი და გამოთვალეთ მანძილი ამ სიმეტრიული წერტილიდან კოორ-
დინატთა სისტემოს სათავემდე.
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ლექცია 3

წრფე სიბრტყეზე. წრფის განტოლებათა
სახეები

ამ ლექციაში შემოვიღებთ წრფის დახრის კოეფიციენტის ცნებას; განვიხილავთ სიბ-
რტყეზე მოცემული წრფის სხვადასხვა სახის განტოლებებს და ძირითად ამოცანებს
წრფეების შესახებ.

3.1 წრფის დახრის კოეფიციენტი. წრფის განტოლებათა
სახეები

ვთქვათ, საკოორდინატო სიბრტყეზე მოცემული ერთი წერტილი მოძრაობს იმავე საკო-
ორდინატო სიბრტყეზე მოცემული მეორე წერტილისკენ. წერტილის კოორდინატების
ცვლილებას ვუწოდებთ კოორდინატთა ნაზრდებს. ისინი გამოითვლებიან შემდეგი წე-
სით: ბოლო წერტილის პირველ კოორდინატს ვაკლებთ საწყისი წერტილის პირველ კო-
ორდინატს და აღვნიშნავთ ∆x სიმბოლოთი. ანალოგიურად, ბოლო წერტილის მეორე
კოორდინატს ვაკლებთ საწყისი წერტილის მეორე კოორდინატს და სხვაობას აღვნიშ-
ნავთ ∆y სიმბოლოთი. მაშასადამე (იხ. სურათი 3.1)

∆x = x2 − x1

და
∆y = y2 − y1.

მაგალითი 3.1 ვთქვათ, წერტილი მოძრაობს A (3,−3) წერტილიდან B (−1, 2) წერ-
ტილისკენ. იპოვეთ კოორდინატთა ნაზრდები:

ამოხსნა:
∆x = −1− 3 = −4, ∆y = 2− (−3) = 5.

23



სურ 3.1

წრფის დახრის კოეფიციენტი
ვთქვათ, სიბრტყეზე მოცემულია l წრფე და A (x1, y1) და B (x2, y2) მასზე დაფიქსი-
რებული ნებისმიერი ორი წერტილია. წრფის დახრის კოეფიციენტი, ანუ საკუთხო
კოეფიციენტი m განისაზღვრება ფორმულით (იხ. სურ. 3.1)

m =
∆y

∆x
=
y2 − y1

x2 − x1

.

ადვილი დასანახია, რომ თუ წრფეზე დავაფიქსირებთ ნებისმიერ სხვა ორ
A′ (x′1, y

′
1) და B′ (x′2, y′2) წერტილს, მაშინ მოცემული წრფის დახრის კოეფიციენტი

არ შეიცვლება(იხ. სურ. 3.2), ე. ი.

∆y

∆x
=
y2 − y1

x2 − x1

=
y′2 − y′1
x′2 − x′1

.

წრფის დახრის კოეფიციენტი შეიძლება იყოს დადებითი, უარყოფითი ან ნულის
ტოლი. წრფის ყოფაქცევა საკოორდინატო სიბრტყეზე დამოკიდებულია საკუთხო
კოეფიციენტის ნიშანზე. 3.3 სურათზე მოცემულია დახრის კოეფიციენტის დამო-
კიდებულება წრფის ყოფაქცევაზე.

მაგალითი 3.2 ვიპოვოთ იმ წრფის დახრის კოეფიციენტი, რომელიც გადის P (2, 1)
და Q (8, 5) წერტილებზე.

ამოხსნა:
m =

y2 − y1

x2 − x1

=
5− 1

8− 2
=

4

6
=

2

3
.
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სურ 3.2

ვთქვათ, ცნობილია, რომ წრფის დახრის კოეფიციენტი არის m და წრფე გა-
დის სიბრტყის (x1, y1) წერტილზე. დავწეროთ ამ წრფის განტოლება.
ავიღოთ საკოორდინატო სიბრტყის ნებისმიერი ის (x, y) წერტილი, რომელიც აკ-
მაყოფილებს მოცემული წრფის განტოლებას (იხ. სურათი 3.4). მაშინ, დახრის
კოეფიციენტის განსაზღვრების ძალით

m =
y − y1

x− x1

,

საიდანაც მივიღებთ საძიებელ განტოლებას

y − y1 = m (x− x1) .

ანალოგიური მსჯელობით მარტივად შეიძლება იმის ჩვენება, რომ მოცემულ ორ
A(x1, y1) და B(x2, y2) წერტილზე გამავალ წრფის განტოლებას ექნება სახე

x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

მაგალითი 3.3 დავწეროთ იმ წრფის განტოლება, რომლის დახრის კოეფიციენტია
−1

2
და გადის (1,−3) წერტილზე.
ამოხსნა:

y + 3 = −1

2
(x− 1) ,

x+ 2y + 5 = 0.
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(a) დახრის კოეფიციენტი დადე-
ბითია

(b) დახრის კოეფიციენტი უარყო-
ფითია

(c) დახრის კოეფიციენტი არის
ნულის ტოლი, Y1 = Y2

(d) დახრის კოეფიციენტი არ
არის განსაზღრული, x1 = x2

სურ 3.3

დავწეროთ იმ წრფის განტოლება, რომლის დახრის კოეფიციენტია m, ხოლო y
–გადაკვეთა b. ცხადია, უნდა დავწეროთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის
სიბრტყის (0, b) წერტილზე და დახრის კოეფიციენტია m (იხ. სურათი 3.5). რო-
გორც ვიცით, ამ შემთხვევაში წრფის განტოლებას ექნება სახე:

y − b = m(x− 0),

ანუ
y = mx+ b.

დავწეროთ იმ წრფის განტოლება, რომლის დახრის კოეფიციენტია m, ხოლო x
–გადაკვეთა a. ცხადია, უნდა დავწეროთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის
სიბრტყის (a, 0) წერტილზე და დახრის კოეფიციენტია m (იხ. სურათი 3.6). მაშინ
როგორც ვიცით, წრფის განტოლებას ექნება სახე:

y = m(x− a),
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სურ 3.4

დავწეროთ წრფის განტოლება, თუ ცნობილია, რომ მისი x –გადაკვეთაა a,
ხოლო y –გადაკვეთა b (იხ. სურათი 3.7).
ვინაიდან ეს წრფე გაივლის (0, b) და (a, 0) წერტილებზე, ამიტომ მისი დახრის
კოეფიციენტი გამოითვლება ფორმულით:

m = − b
a
.

მაშასადამე, წრფის განტოლებას ექნება შემდეგი სახე:

y − b = m(x− 0) = − b
a
x,

საიდანაც მივიღებთ
x

a
+
y

b
= 1.

მტკიცდება, რომ ყოველი წრფივი ორცვლადიანი Ax + By + C = 0 განტოლე-
ბის გრაფიკი სიბრტყეზე წარმოადგენს წრფეს. ამ განტოლებას უწოდებენ წრფის
ზოგად განტოლებას.
წრფის ზოგად განტოლებაში თუ B 6= 0, წრფის დახრის კოეფიციენტი გამოით-
ვლება m = −A/B ფორმულით.

მტკიცდება, რომ ორი წრფე პარალელურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათი
დახრის კოეფიციენტები ტოლია (იხ. სურათი 3.8).

მაგალითი 3.4 ვიპოვოთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის სიბრტყის (5, 2)
წერტილზე და პარალელურია 4x+ 6y + 5 = 0 წრფის.
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სურ 3.5

ამოხსნა: პირველ რიგში ვიპოვოთ წრფის დახრის კოეფიციენტი.

m = −2

3
.

აქედან კი, წრფეთა პარალელობის პირობის გამოყენებით მივიღებთ საძიებელი
წრფის განტოლებას

y = −2

3
(x− 5) + 2.

ვთქვათ, მოცემულია ორი წრფე l1 და l2, რომელთა დახრის კოეფიციენტებია,
შესაბამისად, m1 და m2. მაშინ პირობა

m1m2 = −1

არის აუცილებელი და საკმარისი იმისათვის, რომ მოცემული წრფეები იყვნენ
ურთიერთმართობულები.

რადგანაც პარალელურ წრფეებს აქვთ ერთნაირი დახრის კოეფიციენტები, ზოგადო-
ბის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თითოეული ეს წრფე გადის კოორ-
დინატთა სისტემის სათავეში. ვთქვათ, l1 წრფის განტოლება არის y = m1x, ხოლო l2
წრფის – y = m2x (იხ. სურათი 3.9).

მაშასადამე, 3.9 სურათზე აღნიშნული A და B წერტილების კოორდინატები იქნება
(1,m1) და (1,m2) შესაბამისად. განვიხილოთ სამკუთხედი AOB. როგორც ცნობილია
სასკოლო კურსიდან (პითაგორას და მისი შებრუნებული თეორემა), მოცემული სამ-
კუთხედი რომ იყოს მართკუთხა, აუცილებელი და საკმარისია, რომ ერთი გვერდის
კვადრატი უდრიდეს დანარჩენი ორი გვერდის კვადრატების ჯამს. მაშასადამე,

[d (O,A)]2 + [d (O,B)]2 = [d (A,B)]2
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სურ 3.6

სურ 3.7

ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ,(
12 +m2

1

)
+
(
12 +m2

2

)
= (1− 1)2 + (m2 −m1)2

2 +m2
1 +m2

2 = m2
2 − 2m1m2 +m2

1,

2 = −2m1m2,

m1m2 = −1.

მაგალითი 3.5 დავამტკიცოთ, რომ სიბრტყის წერტილები P (3, 3) , Q (8, 17) და
R (11, 5) წარმოადგენენ მართკუთხა სამკუთხედის წვეროებს. მართლაც, გამოვთვა-
ლოთ PR და QR წრფეების დახრის კოეფიციენტები

m1 =
5− 3

11− 3
=

1

4
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სურ 3.8

და
m2 =

5− 17

11− 8
= −4.

რადგანაც m1m2 = −1, დავასკვნით PR და QR წრფეების მართობულობას.

მაგალითი 3.6 ვიპოვოთ წრფის განტოლება, რომელიც გადის კოორდინატთა სის-
ტემის სათავეზე და მართობულია 4x+ 6y + 5 = 0 წრფის.

ამოხსნა: რადგანაც მოცემული წრფის საკუთხო კოეფიციენტია m = −2
3
, მა-

შინ საძებნი წრფის დახრის კოეფიციენტი იქნება 3
2
და მაშასადამე (0, 0) წერტილზე

გამავალი წრფის განტოლებას ექნება სახე:

y − 0 =
3

2
(x− 0) ,

y =
3

2
x.

მაგალითი 3.7 ვიპოვოთ y = 3x − 7 და 5x − y + 1 = 0 წრფეების გადაკვეთის
წერტილის კოორდინატები.

ამოხსნა. ცხადია, ეს წრფეები არ არიან პარალელური, ვინაიდან m1 = 3 და
m2 = 5. მათი გადაკვეთის წერტილი ეკუთვნის ორივე წრფეს. ანუ, წერტილის კო-
ორდინატებმა უნდა დააკმაყოფილონ ორივე წრფის განტოლება. ასეთი (x, y) წყვი-
ლის საპოვნელად კი, ცხადია, უნდა ამოვხსნათ ამ განტოლებებისაგან შედგენილი
სისტემა. გვექნება
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სურ 3.9

{
y = 3x− 7

5x− y + 1 = 0

∣∣∣∣∣∣
5x− 3x+ 7 + 1 = 0

2x = −8
x = −4

∣∣ y = 3(−4)− 7 = −19

მაშასადამე, მოცემული ორი წრფის გადაკვეთის წერტილის კოორდინატებია
(−4;−19).

3.2 სავარჯიშოები:
1. დაწერეთ იმ წრფის განტოლებები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ მოცემულ

პირობებს:
1) დახრის კოეფიციენტია 3 და y-გადაკვეთა −2;
2) დახრის კოეფიციენტია 2

3
; y−გადაკვეთა 4;

3) გადის (2, 3) წერტილზე; დახრის კოეფიციენტია 5;
4) გადის (−2, 4) წერტილზე; დახრის კოეფიციენტია −1;
5) გადის (2, 1) და (1, 6) წერტილებზე;
6) გადის (−2, 5) და (−1,−3) წერტილებზე;
7) x-გადაკვეთაა 1; y-გადაკვეთა 6;
8) x-გადაკვეთა -8; y-გადაკვეთა 6;
9) გადის (−1, 4) წერტილზე; დახრის კოეფიციენტი არაა განსაზღრული;
10) გადის (2,−1) წერტილზე; დახრის კოეფიციენტი არაა განსაზღრული;
11) გადის (5, 1) წერტილზე დახრის კოეფიციენტია 0;
12) გადის (1, 2) წერტილზე და პარალელურია y = 3x− 5 წრფის;
13) გადის (4, 5) წერტილზე და პარალელურია y-ღერძის;
14) გადის (2, 6) წერტილზე და პარალელურია y = 1 წრფის
15) გადის (−1,−2) წერტილზე და მართობულია 2x+ 5y + 8 = 0 წრფის
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2. იპოვეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის (−2,−11) წერტილზე და მართო-
ბულია (1, 1) და (5,−1) წერტილებზე გამავალი წრფის.

3. წრფის დახრის კოეფიციენტების გამოყენებით დაამტკიცეთ, რომ ოთკუთხედი
წვეროებით A (1, 1),B (7, 4) , C (5, 10) და D (−1, 7) პარალელოგრამია.

4. წრფის დახრის კოეფიციენტების გამოყენებით დაამტკიცეთ, რომ სამკუთხედი
წვეროებით A (−3,−1) , B (3, 3) და C (−9, 8) მართკუთხაა.

5. წრფის დახრის კოეფიციენტების გამოყენებით დაადგინეთ, მდებარეობენ თუ არა
მოცემული წერტილები ერთ წრფეზე

ა) (1, 1), (3, 9) , (6, 21) ;
ბ) (−1, 3) , (1, 7) , (4, 15) .

6. იპოვეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც მართობულია A (1, 4) და B (7,−2) წერ-
ტილების შემაერთებელი წრფის და ჰკვეთს მას შუაწერტილში,

7. ააგეთ წრფე, რომელიც გადის საკოორდინატო სისტემის სათავეზე და A(−3; 4)
წერტილზე. ჩაწერეთ ამ წრფის განტოლება.

8. შეადგინეთ წრფის განტოლება და ააგეთ შესაბამისი წრფე, რომელიც გადისA(1; 6)
წერტილზე და ორდინატთა ღერძს ჩამოკვეთს b = 3 სიგრძის ტოლ მონაკვეთს.

9. ჩაწერეთ წრფეთა განტოლებები დახრის კოეფიციენტით
ა) 3x+ 4y − 7 = 0;
ბ) x− 2y + 11 = 0;
გ) −6x− 3y + 17 = 0;
დ) x− y − 2 = 0.

10. ააგეთ შემდეგი წრფეები
ა) x

2
+ y

5
= 1

ბ) y = −3x+ 7

გ) y = 2x

დ) x
−3
− y

7
= 1

11. იპოვეთ იმ სამკუთხედის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია 3x+5y−15 = 0
წრფითა და საკოორდინატო ღერძებით.

12. აჩვენეთ, რომ 5x− 6y + 4 = 0 და 20x− 24y − 13 = 0 წრფეები პარალელურია.

13. იპოვეთ 2x− 3y+ 4 = 0 და x
3

+ y
2

= 1 წრფეების გადაკვეთის წერტილის კოორდი-
ნატები.

14. იპოვეთ (−2; 3) და (1; 5) წერტილებზე გამავალი წრფის y = −2x + 7 წრფესთან
გადაკვეთის წერტილის კოორდინატები.
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15. მოცემულია წრფის განტოლება: ax + by = 10. ააგეთ გრაფიკები ერთსა და იმავე
საკოორდინატო სისტემაში ჩამოთვლილი შემთხვევებისთვის:
ა) a = 2, b = 5;
ბ) a = 1, b = 1;
გ) a = 0, b = 3;
დ) a = −2, b = 0;

16. ცნობილია, რომ A (x; 2) და B(3;−4) წერტილები მდებარეობს ერთ წრფეზე. იპო-
ვეთ x კოორდინატი, თუ ცნობილია, რომ ამ წრფის დახრის კოეფიციენტი 2-ის
ტოლია.

17. ცნობილია, რომA (−3; y) დაB(−1; 4) წერტილები მდებარეობს ერთ წრფეზე. იპო-
ვეთ y კოორდინატი, თუ ცნობილია, რომ ამ წრფის დახრის კოეფიციენტი -2-ის
ტოლია.
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ლექცია 4

წრფივი ფუნქციების გამოყენება
ეკონომიკურ ამოცანებში

ამ ლექციაში, განვიხილავთ რამდენიმე ეკონომიკურ ამოცანას: მგზავრთა გადაყვანის
ხარჯების განსაზღვრა და მგზავრთა გადაყვანის ოპტიმალური ვარიანტის არჩევა, ბაზ-
რის წონასწორობის წერტილის განსაზღვრა. წრფივი ფუნქციების გამოყენებით შევად-
გენთ მათი ამოხსნისათვის საჭირო მათემატიკურ მოდელებს.

4.1 მოთხოვნა-მიწოდების ანალიზი
წრფივ განტოლებათა თეორიის გამოყენების საილუსტრაციოდ განვიხილოთ რამდენი-
მე ეკონომიკური ხასიათის ამოცანა.

ამოცანა 4.1 (მგზავრთა გადაყვანის ხარჯების განსაზღვრა) ვთქვათ, ტურისტულ კომ-
პანიას ერთი და იგივე ტურისტთა ჯგუფის გადაყვანა ქალაქიდან 30 კილომეტრით და-
შორებულ პუნქტამდე უჯდება 40 ლარი, ხოლო 60 კმ-ით დაშორებულ პუნქტამდე -70
ლარი. რა ეღირება ამავე ჯგუფის გადაყვანა ქალაქიდან x კილომეტრ მანძილზე, თუ
დამოკიდებულება მანძილსა და მგზავრთა გადაყვანის ხარჯებს შორის წრფივია? ავა-
გოთ შესაბამისი გრაფიკი.

ამოხსნა. მგზავრთა გადაყვანის ხარჯები აღვნიშნოთ y-ით, ხოლო მანძილი x-ით. ამო-
ცანის პირობის თანახმად, მათ შორის დამოკიდებულებას განსაზღვრავს წრფე. ამას-
თანავე, როდესაც x = 30, მაშინ y = 40, ხოლო როცა x = 60, მაშინ y = 70. ამიტომ,
ცხადია, აღნიშნული წრფე გაივლის (30,40) და (60,70) წერტილებზე (იხ. სურათი 4.1).
მისი შესაბამისი განტოლება ჩაიწერება ასე:

x− 30

60− 30
=

y − 40

70− 40

აქედან მარტივად მივიღებთ საძიებელი წრფის განტოლებას:

y = x+ 10,

რომელიც განსაზღვრავს ქალაქიდან x კმ მანძილზე მგზავრთა გადაყვანის ხარჯებს.
ამრიგად, x კმ მანძილზე მგზავრთა გადაყვანის ხარჯები იქნება (x+ 10) ლარი. შევნიშ-
ნოთ, რომ ამოცანის შინაარსიდან გამომდინარეობს, რომ აქ x > 0 და y > 0.
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სურ 4.1

ამოცანა 4.2 (მგზავრთა გადაყვანის ოპტიმალური ვარიანტის არჩევა) ვთქვათ, მგზავ-
რთა გადაყვანის ხარჯები პირველი სახის ტრანსპორტით გამოისახება y = 4x+60 ფორ-
მულით, ხოლო მეორე სახის ტრანსპორტით - y = 2x + 90 ფორმულით. გამოიკვლიეთ,
რომელი სახის ტრანსპორტით უფრო ხელსაყრელია მგზავრთა გადაყვანა?

ამოხსნა. გამოკვლევა ჩავატაროთ გრაფიკული მეთოდით. ამისათვის ავაგოთ ამო-
ცანაში მითითებული წრფივი ფუნქციების შესაბამისი L1 და L2 წრფეებიOXY სიბრტყე-
ში (იხ. სურათი 4.2). ამოცანის პირობიდან გამომდინარე, ცხადია, x ცვლადი უნდა იყოს
დადებითი. ამ წრფეების გადაკვეთის A წერტილის საპოვნელად, როგორც ვიცით, უნდა
ამოიხსნას სისტემა: {

y = 4x+ 60;
y = 2x+ 90.

მივიღებთ A = (15, 120). ახლა ჩავატაროთ ანალიზი.
ნახაზიდან ჩანს, რომ თუ 0 < x0 < 15, მაშინ x0 მანძილის შესაბამისი ხარჯები

პირველი სახის ტრანსპორტით იქნება MM1, მეორე სახის ტრანსპორტით კი - MM2.
რადგან MM1 < MM2, ამიტომ ამ შემთხვევაში მგზავრთა გადაყვანა ხელსაყრელი
იქნება პირველი სახის ტრანსპორტით. თუ x1 მანძილი მეტია 15 კმ-ზე, მაშინ მგზავრთა
გადაყვანა ხელსაყრელი იქნება მეორე სახის ტრანსპორტით, რადგანაც NN1 > NN2.
საბოლოოდ, თუ ტრანსპორტირება განხორციელდება ზუსტად 15 კმ მანძილზე, მაშინ
ორივე ტრანსპორტის დანახარჯი ერთი და იგივეა და შეადგენს 120 ლარს.

ახლა კი შევუდგეთ მიკროეკონომიკის ორი ძირითადი ცნების განხილვას, რომელ-
თაც მოთხოვნა და მიწოდება ეწოდებათ. მათი საშუალებით კი გავაანალიზებთ საბაზრო
ეკონომიკის მეტად მნიშვნელოვან საკითხს, რომელიც მოთხოვნისა და მოწოდების წო-
ნასწორობის სახელითაა ცნობილი.

სანამ უშუალოდ შევუდგებოდეთ აღნიშნული საკითხების შესწავლას, გავიხსენოთ
რიცხვითი ფუნქციის ცნება.
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სურ 4.2

ვთქვათ, გვაქვს ორი ცვლადი სიდიდე x და y, რომლებიც მნიშვნელობებს ღებუ-
ლობენ შესაბამისად X და Y რიცხვითი სიმრავლეებიდან. თუ მოცემულია რაიმე
f წესი, რომელიც ყოველ x ∈ X რიცხვს შეუსაბამებს ერთადერთ y ∈ Y რიცხვს,
მაშინ ვამბობთ, რომ მოცემულია y = f(x) ფუნქცია. x-ს ეწოდება დამოუკიდებე-
ლი ცვლადი, ანუ არგუმენტი, ხოლო y-ს დამოკიდებული ცვლადი. თუ x-ის ზრდა
იწვევს y = f(x)-ის ზრდას, მაშინ f ფუნქციას ეწოდება ზრდადი, ხოლო თუ x-ის
ზრდა იწვევს y = f(x)-ის კლებას, მაშინ f ფუნქციას ეწოდება კლებადი. როგორც
ჩვენთვის უკვე ცნობილია, თუ წრფის დახრის კოეფიციენტი m დადებითია, მაშინ
წრფე ზრდადია, ხოლო თუ m უარყოფითია, ნაშინ წრფე კლებადია (იხ. სურათი
4.3).

(a) დახრის კოეფიციენტი დადე-
ბითია, ფუნქცია ზრდადია

(b) დახრის კოეფიციენტი უარყო-
ფითია, ფუნქცია კლებადია

სურ 4.3

შემოვიღოთ მოთხოვნისა და მიწოდების ფუნქციები.
ვთქვათ, ბაზრის მოთხოვნა რაიმე ფიქსირებულ პროდუქტზე არის Q. ცხადია, Q

არის რიცხვი, რომელიც აღნიშნავს მოთხოვნილი ნაწარმის რაოდენობას. აღვნიშნოთ
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პროდუქციის ერთეულის საბაზრო ფასი P სიმბოლოთი.
საბაზრო ეკონომიკის პირობებში მოთხოვნა Q დამოკიდებულია საბაზრო P ფასზე

Q = f(P ) (4.1)

f ფუნქციის კონკრეტული სახე დგინდება ან ეკონომიკური თეორიიდან, ან საბაზ-
რო მონაცემებიდან. (4.1) დამოკიდებულებას უწოდებენ მოთხოვნის ფუნქციას და ამის
მისათითებლად f -ს ინდექსად მიუწერენ D ასოს( მოთხოვნა-Demand)

Q = fD(P )

ტრადიციულად, ეკონომისტები მოთხოვნის ფუნქციას წერენ არა (4.1) სახით, არა-
მედ შემდეგნაირად:

P = gD(Q)

ე.ი. ფასს გამოსახავენ როგორც მოთხოვნის ფუნქციას. ზოგადად gD შეიძლება რთუ-
ლი ფუნქცია იყოს. ჩვენ განვიხილავთ შემთხვევას, როცა ის წრფივი ფუნქციაა Q -ს
მიმართ:

P = gD(Q) = aQ+ b (4.2)

სადაც a და b რაიმე კონკრეტული მუდმივებია, რომელთაც ეკონომიკაში პარამეტ-
რებს უწოდებენ. რეალურ ცხოვრებაში პროდუქტზე ფასის ზრდა იწვევს ამ პროდუქტზე
მოთხოვნის შემცირებას(ან რაც იგივეა, მოთხოვნის ზრდა იწვევს ფასის შემცირებას).
ეს კი იმას ნიშნავს, რომ (4.2)-ით მოცემული მოთხოვნის ფუნქცია (მოთხოვნის წრფე)
უნდა იყოს კლებადი (იხ. სურათი 4.4). მაშასადამე, a პარამეტრი, როგორც კლებადი
წრფის დახრის კოეფიციენტი, იქნება უარყოფითი.

სურ 4.4

გავარკვიოთ b პარამეტრის ეკონომიკური შინაარსი (4.1) ტოლობაში. ცხადია, როცა
P = b, მაშინ Q = 0, ე.ი. როდესაც ფასი არის b-ს ტოლი, მაშინ განსახილველ პროდუქ-
ციაზე მოთხოვნა არ არსებობს. ამრიგად, b პარამეტრი დადებითია და პროდუქციის
ფასი ბაზარზე შემოსაზღვრულია ამ b რიცხვით. ასევე ცხადია, როცა P = 0 , მაშინ
Q = − b

a
> 0. ამიტომ − b

a
რიცხვი მიუთითებს ბაზრის მაქსიმალურ მოთხოვნას.
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მაგალითი 4.1 ავაგოთ მოთხოვნის წირი, თუ მოთხოვნის ფუნქციაა
P = −2Q+ 36;
ა) რას უდრის ფასი, თუ მოთხოვნაა 12 ?
ბ) რას უდრის მოთხოვნა როდესაც ფასია 14?

ამოხსნა: მოთხოვნის წრფის ასაგებად ვიპოვოთ მისი OQ და OP ღერძებთან გა-
დაკვეთის წერტილის კოორდინატები (ანუ, p-გადაკვეთა და q-გადაკვეთა). როცა P = 0,
მაშინ Q = 18, ხოლო როცა Q = 0, მაშინ P = 36. ამიტომ მოთხოვნის წრფე გაივლის
(18,0) და (0,36) წერტილებზე (იხ. სურათი 4.5)

სურ 4.5

ა) თუ Q = 10, მაშინ P = −2(12) +36 = 16 , ე.ი. ამ შემთხვევაში პროდუქციის ფასია
16.

ბ) როცა P = 14, მაშინ გვექნება 14=-2Q+36, ანუ Q = 11, ე.ი. , როცა ფასია P = 14,
მაშინ მოთხოვნაა Q = 11.

ახლა განვიხილოთ მიწოდების ფუნქცია. ის შესაბამისობას ამყარებს რაიმე პრო-
დუქციის ერთეულის P ფასსა და ამავე პროდუქციის იმQრაოდენობას შორის, რომლის
ბაზარზე შეტანასაც გეგმავს მწარმოებელი. ეკონომიკური თეორია და ცხოვრებისეული
პრაქტიკა გვიჩვენებს, რომ ფასის ზრდას მოსდევს მიწოდების ზრდა. ამიტომ მიწოდე-
ბის ფუნქცია (suplly function)

P = gS(Q), (4.3)
იქნება ზრდადი ფუნქცია. აქ P არის მწარმოებლის მიერ დადგენილი მიწოდებული სა-
ქონლის ერთი ერთეულის ფასი. აქაც განვიხილოთ ის კონკრეტული შემთხვევა, როცა
gs(Q) წრფივი ფუნქციაა, ე.ი.

P = gS(Q) = cQ+ d, (4.4)

სადაც c და d მუდმივებია. მიწოდების წრფის ზრდადობიდან გამომდინარეობს, რომ
მისი დახრის კოეფიციენტი c > 0. რადგანაც ფასი ყოველთვის დადებითია, ამიტომ
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(4.3) ტოლობაში d პარამეტრიც (წრფის p- გადაკვეთა) დადებითია. ავაგოთ მიწოდების
წირის (წრფის) გრაფიკი.

სურ 4.6

ნახაზიდან (იხ. სურათი 4.6) ჩანს, რომ მწარმოებელი დაგეგმავს პროდუქციის შე-
ტანას ბაზარზე მხოლოდ მაშინ, როცა მისი ფასი გადააჭარბებს d სიდიდეს.

ავაგოთ ახლა ერთსა და იმავე OQP სიბრტყეზე მოთხოვნის LD და მიწოდების LS
წრფეები.

სურ 4.7

ჩავატაროთ ნახაზის ანალიზი (იხ. სურათი 4.7). ჯერ განვიხილოთ P1 ფასის შესა-
ბამისი B და C წერტილები LD და LS წრფეებზე. როგორც ნახაზიდან ჩანს P1 ფასს
შეესაბამება Q

(1)
D მოთხოვნა და Q

(1)
S მიწოდება, ამასთან Q

(1)
D < Q

(1)
S , ე.ი. მოთხოვნა

ნაკლებია მიწოდებაზე. ამრიგად, ამ შემთხვევაში ბაზარზე გვაქვს ჭარბი პროდუქცია.
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ახლა განვიხილოთ P2 ფასის შესაბამისი E ∈ LS და F ∈ LD წერტილები. ცხადია,
რომ P2 ფასის შემთხვევაშიQ(2)

D >Q
(2)
S , ე.ი. მოთხოვნა სჭარბობს მიწოდებას. ანუ, საქმე

გვაქვს პროდუქციის დეფიციტთან. რა თქმა უნდა, ეს ორივე შემთხვევა არასასურველია
ბაზრისთვის.

ახლა განვიხილოთ P0 ფასის შესაბამისი სიტუაცია. მას შეესაბამება LD და LS
წრფეების საერთო A წერტილი(როგორც ამ წრფეების გადაკვეთის წერტილი), რომლის
აბსცისაა Q0. ანუ, P0 ფასზე მოთხოვნა ემთხვევა მიწოდებას. ამ შემთხვევაში ამბობენ,
რომ ბაზარი გაწონასწორებულია-იყიდება იმ რაოდენობის პროდუქცია, რა რაოდენო-
ბის პროდუქციაც მიეწოდება ბაზარს. ამ P0 ფასს ეწოდება წონასწორობის ფასი, შესაბა-
მის Q0 -ს კი -წონასწორობის სიდიდე. როგორ ვიპოვოთ წონასწორობის ფასი და წონას-
წორობის სიდიდე? ვინაიდან ეს სიდიდეები წარმოადგენენ მოთხოვნისა და მიწოდების
წრფეების გადაკვეთის წერტილის კოორდინატებს, ამიტომ, ცხადია, მათ საპოვნელად
უნდა ამოიხსნას მოთხოვნისა და მიწოდების წრფეების განტოლებებისგან შედგენილი
სისტემა. ამ სისტემის (Q0, P0) ამონახსნი წარმოადგენს სწორედ წონასწორობის წერ-
ტილის კოორდინატებს.

მაგალითი 4.2 მოთხოვნისა და მიწოდების ფუნქციები მოცემულია შესაბამისად
P = −3Q + 60 და P = 2Q + 10 ტოლობებით. იპოვეთ წონასწორობის ფასი და
წონასწორობის სიდიდე.

ამოხსნა: როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, წონასწორობის ფასისა და წონასწორობის
სიდიდის საპოვნელად უნდა ამოიხსნას შემდეგი სისტემა

P = 2Q+ 10

P = −3Q+ 60

გავუტოლოთ ერთმანეთს განტოლებათა მარჯვენა მხარეები. მივიღებთ:

2Q+ 10 = −3Q+ 60

საიდანაც 5Q = 50 და Q = 10. მაშინ P -ს შესაბამისი მნიშვნელობა იქნება P =
2(10) + 10 = 30. ამრიგად, წონასწორობის წერტილის კოორდინატებია (10,30).

4.2 სავარჯიშოები:
1. წარმოების დანახარჯები გარკვეული საქონლის 200 ერთეულის საწარმოებლად

შეადგენს 500 ლარს, ხოლო 600 ერთეულის საწარმოებლად-900 ლარს. განსა-
ზღვრეთ წარმოების დანახარჯები საქონლის 380 ერთეულის საწარმოებლად, თუ
ვიგულისხმებთ, რომ დანახარჯების ფუნქცია წრფივია.

2. ვთქვათ, ერთი და იმავე ტვირთის გადატანა მოცემული ქალაქიდან 40 კილომეტრ
მანძილზე ღირს 70 ლარი, ხოლო 70 კილომეტრ მანძილზე 100 ლარი. რა ეღი-
რება იმავე ტვირთის გადატანა x კმ მანძილზე მოცემული ქალაქიდან, თუ ცნო-
ბილია,რომ დამოკიდებულება მანძილსა და ტვირთის გადატანის ხარჯებს შორის
წრფივია.
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3. ქარხნის საწარმოო სიმძლავრე ისეთია, რომ მას შეუძლია საათში აწარმოოს 300
კგ ძეხვი, ან 500 კგ სოსისი. ქარხანას შეუძლია ერთდროულად აწარმოოს ძეხ-
ვიც და სოსისიც. შეადგინეთ განტოლება, რომელიც დაახასიათებს ქარხნის სა-
წარმოო სიმძლავრეს, თუ დამოკიდებულება წარმოებული ძეხვისა და სოსისის
რაოდენობებს შორის წრფივია.

4. ვთქვათ, რაიმე წარმოებას აქვს 300 ტონა ნედლეული, რომელიც უნდა გაიხარჯოს
20 დღის განმავლობაში. იპოვეთ კავშირი დასახარჯი ნედლეულისა და განვლი-
ლი დღეების რაოდენობას შორის, თუ ეს დამოკიდებულება წრფივია.

5. როგორც ცნობილია, ტემპერატურა შეიძლება გაიზომოს ცელსიუსისა და ფარე-
ნჰეიტის სკალით. 0◦C ტოლია 32◦F -ის, ხოლო 100◦C ტოლია 212◦F -ის. იპოვეთ
დამოკიდებულება ამ ორი სკალით გაზომილი ტემპერატურის მნიშვნელობებს შო-
რის, თუ ცნობილია , რომ ეს დამოკიდებულება წრფივია.
ა) რამდენი ცელსიუსია 65◦F?
ბ) რამდენი ფარენჰეიტია 70◦C?

6. ტურისტულმა ფირმამ გადაწყვიტა 2100 ლარის დახარჯვა თავისი სერვისების
სატელევიზიო რეკლამაზე. სარეკლამო რგოლის დამზადება ფირმას უჯდება 500
ლარი, ხოლო მისი სატელევიზიო ეთერში განთავსება თითოეულ ჯერზე - 40 ლა-
რი. რამდენჯერ გავა ეთერში აღნიშნული სარეკლამო რგოლი?

7. ფირმის თანამშრომელი ვალდებულია იმუშაოს კვირაში 40 საათი. თუ მისი სა-
მუშაო საათების რაოდენობა კვირაში გადააჭარბებს 40 საათს, მაშინ მას ყოველ
ზენორმატიულ საათში უხდიან 2-ჯერ მეტ თანხას. როგორია თანამშრომლის სა-
ათობრივი ანაზღაურება, თუ ერთ კვირაში 50 საათის მუშაობისთვის მან მიიღო
650 ლარი?

8. ორი სახის ტრანსპორტით მგზავრთა გადაყვანის ხარჯები გამოისახება ფუნქციე-
ბით:
ა) y = 20x+ 260 და y = 16x+ 360

ბ) y = 6x+ 100 და y = 9x+ 40

სადაც x მანძილია, ხოლო y დანახარჯები. რომელი სახის ტრანსპორტის გამოყე-
ნებაა უფრო ეკონომიური?

9. ააგეთ მოთხოვნის წირი, თუ მოთხოვნის ფუნქცია მოცემულია შემდეგი სახით

P = −4Q+ 100

ა) რას უდრის ფასი, თუ მოთხოვნაა 15?
ბ) რას უდრის მოთხოვნა, როცა ფასია 20?
გ) როგორ იცვლება ფასი მოთხოვნის ორი ერთეულით შემცირებისას?

10. იპოვეთ მოთხოვნის ფუნქცია და ააგეთ მოთხოვნის წირი, თუ ცნობილია, რომ
როცა პროდუქციის ერთეულის ფასი არის 20 ლარი, მაშინ მოთხოვნაა 30 და
როცა ფასია 10 ლარი, მაშინ მოთხოვნა 35 ერთეულის ტოლია. ცნობილია, რომ
მოთხოვნის ფუნქცია წრფივია.

41



11. ააგეთ მოთხოვნის წირი, თუ მოთხოვნის ფუნქცია მოცემულია შემდეგი სახით

P = −3Q+ 90

ა) რას უდრის ფასი, თუ მოთხოვნაა 20?
ბ) რას უდრის მოთხოვნა, როცა ფასია 60?
გ) როგორ იცვლება ფასი მოთხოვნის ოთხი ერთეულით შემცირებისას?
დ) როგორ იცვლება მოთხოვნა ფასის სამი ერთეულით გაზრდისას?

12. მოთხოვნის ფუნქცია მოცემულია შემდეგი სახით

P = −5Q+ 350

ა) რა საზღვრებში იცვლება მოთხოვნა?
ბ) რა საზღვრებში იცვლება ფასი?
გაანალიზეთ მიღებული შედეგები.

13. ააგეთ მიწოდების წირი, თუ მიწოდების ფუნქცია მოცემულია შემდეგი სახით

P = 4Q+ 10

ა) რას უდრის ფასი, თუ მიწოდებაა 12?
ბ) რას უდრის მიწოდება, როცა ფასია 70?
გ) როგორ იცვლება მიწოდება ფასის 2 ერთეულით გაზრდის შემთხვევაში?

14. ჩაწერეთ მიწოდების ფუნქცია და ააგეთ შესაბამისი მიწოდების წირი, თუ ცნობი-
ლია, რომ როცა ფასი არის 400 ლარი, მაშინ ფირმა გეგმავს პროდუქციის 100
ერთეულის შეტანას ბაზარზე, ხოლო როცა ფასი არის 640 ლარი, მაშინ ფირ-
მა შეიტანს ბაზარზე პროდუქციის 180 ერთეულს. იგულისხმება, რომ მიწოდების
ფუნქცია წრფივია.

15. მიწოდების ფუნქცია მოცემულია შემდეგი სახით

P = 0.5Q+ 30

ააგეთ შესაბამისი მიწოდების წირი.
ა) რა საზღვრებში იცვლება მიწოდება?
ბ) რა საზღვრებში იცვლება ფასი?
გაანალიზეთ მიღებული შედეგები.

16. იპოვეთ წონასწორობის ფასი და წონასწორობის სიდიდე, თუ მოთხოვნისა და მი-
წოდების ფუნქციები მოცემულია შემდეგი სახით:
ა) P = −3Q+ 60, P = 2Q+ 10;
ბ) P = −6Q+ 100, P = 0.5Q+ 22;
გ) P = −4Q+ 80, P = 0.5Q+ 17;
დ) P = −3Q+ 100, P = 0.5Q+ 30.
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ლექცია 5

კვადრატული ფუნქციის გამოყენება
ეკონომიკურ ამოცანებში

ამ ლექციაში, შევისწავლით კვადრატული ფუნქციის თვისებებს. განვიხილავთ კვადრა-
ტული ფუნქციის გამოყენებას ეკონომიკურ ამოცანებში, კერძოდ, კი მთლიანი ამონა-
გებისა და მაქსიმალური მოგების მნიშვნელობების საპოვნელად.

5.1 კვადრატული ფუნქცია. მთლიანი ამონაგების, მთლი-
ანი დანახარჯისა და მოგების ფუნქციები.

ერთ-ერთი უმარტივესი არაწრფივი ფუნქცია, რომელიც ცნობილია კვადრატული
ფუნქციის სახელწოდებით, მოიცემა შემდეგი სახით:

f(x) = ax2 + bx+ c,

სადაც a, b და c რაიმე პარამეტრებია (ნამდვილი რიცხვებია) და a 6= 0. თუ a = 1
და b = c = 0, მაშინ ფუნქცია მიიღებს სახეს

f(x) = x2

მისი გრაფიკის ასაგებად x არგუმენტს მივანიჭოთ რამდენიმე მნიშვნელობა, მაგ. -3;
-2;-1;0;1;2;3 და ვიპოვოთ y-ის შესაბამისი მნიშვნელობები. თუ ამ (x, y) კოორდინატე-
ბიან წერტილებს ავაგებთ სიბრტყეზე, მივიღებთ წირს, რომელსაც პარაბოლა ეწოდება
(სურ. 5.1). ეკონომისტები მას ასევე უწოდებენ U ტიპის წირს. შევნიშნოთ, რომ ეს პა-
რაბოლა სიმეტრიულია y ღერძის მიმართ და გადის კოორდინატთა სისტემის სათავეზე,
რომელიც თავის მხრივ მის მინიმუმის წერტილს წარმოადგენს.
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სურ 5.1

საზოგადოდ,
y = f(x) = ax2 + bx+ c

ფუნქციის გრაფიკიც პარაბოლას წარმოადგენს. თუ a > 0, მაშინ მისი შტოები მი-
მართულია ზემოთ("ბედნიერი პარაბოლა"). ასეთი პარაბოლის სიბრტყეზე მდება-
რეობა დამოკიდებულია ასევეD = b2−4ac სიდიდეზე, რომელსაც დისკრიმინან-
ტი ეწოდება. სწორედ ეს შემთხვევებია განხილული სურათი 5.2–ზე. ანალოგიუ-
რად, თუ a < 0, მაშინ შტოები მიმართულია ქვემოთ ("მოწყენილი პარაბოლა")
(იხ. სურათი 5.3).

პარაბოლის y-გადაკვეთის საპოვნელად მის განტოლებაში ჩავსვათ x = 0. მივი-
ღებთ

f(0) = a · (0)2 + b · (0) + c = c

ე.ი. თავისუფალი წევრი c გამოსახავს იმ წერტილს, სადაც წირი კვეთს ვერტიკალურ
y ღერძს. პარაბოლა გადაკვეთს x ღერძს იმ წერტილში, რომლისთვისაც y = 0. ცხა-
დია, ამ წერტილ(ებ)ის საპოვნელად, თუკი ისინი არსებობენ, უნდა ამოიხსნას შემდეგი
კვადრატული განტოლება

ax2 + bx+ c = 0

საზოგადოდ, ასეთ განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს ორი ამონახსნი, ერთი ამო-
ნახსნი ან საერთოდ არ ჰქონდეს ამონახსნი. ეს ამონახსნები მოიცემა ფორმუ-
ლით:

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(5.1)

ამ ფორმულიდან ცხადია, რომ თუ D = b2 − 4ac > 0, მაშინ განტოლებას ექნება
ორი ამონახსნი, რაც იმას ნიშნავს, რომ პარაბოლა x ღერძს გადაჰკვეთს ორ წერტილ-
ში (სურ. 5.2-ის (a) და სურ. 5.3-ის (a)). როცა D = b2 − 4ac = 0, მაშინ განტოლებას
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(a) (b)

(c)

სურ 5.2

აქვს ერთი ამონახსნი, ანუ პარაბოლა მხოლოდ ერთ წერტილში ეხება x ღერძს (სურ.
5.2-ის (b) და სურ. 5.3-ის (b)). და ბოლოს, თუ D = b2 − 4ac < 0, მაშინ განტოლე-
ბას არ აქვს ამონახსნი ნამდვილ რიცხვებში, ე.ი. პარაბოლას და x ღერძს არ გააჩნიათ
არც ერთი საერთო წერტილი (სურ. 5.2-ის (c) და სურ. 5.3-ის (c)). ჩვენთვის საინტე-
რესოა პარაბოლის კიდევ ერთი წერტილი. ეს ის წერტილია, სადაც გრაფიკი "აკეთებს
მობრუნებას". ამ წერტილს პარაბოლის წვერო ეწოდება. თუ პარაბოლის შტოები მი-
მართულია ზემოთ, მაშინ წვერო წარმოადგენს მინიმუმის წერტილს, ხოლო თუ შტოები
მიმართულია ქვემოთ, ის წარმოადგენს მაქსიმუმის წერტილს. წვეროს კოორდინატები
შეიძლება გამოითვალოს შემდეგი ფორმულებით:

x = − b

2a

y = −b
2 − 4ac

4a
= −D

4a

მაგალითი 5.1 ავაგოთ შემდეგი კვადრატული ფუნქციის გრაფიკის ესკიზი

f(x) = −x2 + 8x− 12
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(a) (b)

(c)

სურ 5.3

ამოხსნა: x2-ის კოეფიციენტია -1, რაც იმას ნიშნავს, რომ პარაბოლის შტოები
მიმართულია ქვემოთ. თავისუფალი წევრი არის -12, ე.ი. გრაფიკი ვერტიკალურ
ღერძს ჰკვეთს წერტილში y = −12. ახლა კი ამოვხსნათ კვადრატული განტოლება:
−x2 + 8x− 12 = 0. (5.1) ფორმულიდან მივიღებთ:

x =
−8±

√
(82 − 4(−1)(−12))

2(−1)
=
−8±

√
(64− 48)

−2
=

=
−8± 4

−2

საიდანაც, x1 = 2 და x2 = 6. მაშასადამე, გრაფიკი ჰორიზონტალურ x ღერძს
გადაკვეთს x1 = 2 და x2 = 6 წერტილებში. ბოლოს გამოვთვალოთ წვეროს კოორ-
დინატები: x = − 8

−2
= 4 ; y = −64−48

−4
= 4. მაშასადამე, პარაბოლის მაქსიმუმის

წერტილის კოორდინატები არის (4,4). მიღებული მონაცემებით ავაგოთ გრაფიკის
ესკიზი (იხ. სურათი 5.4).

ახლა კი შემოვიღოთ რამდენიმე ფუნქცია, რომელთაც დიდი გამოყენება აქვთ წარ-
მოების სფეროს მათემატიკურ მოდელებში.
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სურ 5.4

ვთქვათ, საქონლის ერთეულის ფასია P . მთლიანი ამონაგები (TR) (Total Revenue)
არის საწარმოს მიერ Q რაოდენობის საქონლის რეალიზაციით მიღებული თანხა. ამი-
ტომ მთლიანი ამონაგების ფუნქციას აქვს სახე

TR = P ·Q = Q · fD(Q) (5.2)

სადაც fD(Q) მოთხოვნის ფუნქციაა.
მთლიანი დანახარჯი (TC) (Total Costs) არის თანხა, რომელიც დაიხარჯა საწარ-

მოს მიერ Q რაოდენობის პროდუქციის წარმოებისათვის. წარმოების მთლიანი დანა-
ხარჯი დროის მოკლე პერიოდში იყოფა ე.წ. ფიქსირებულ და ცვლად დანახარჯებად.

წარმოების ფიქსირებული დანახარჯი (FC) (Fixed Costs) არაა დამოკიდებული
წარმოებული პროდუქციის რაოდენობაზე და იგი დაკავშირებულია მიწის გადასახად-
თან, რენტასთან, აღჭურვილობასთან. ცხადია, ამ ტიპის დანახარჯების მუდმივობა პი-
რობითია, რადგან ხანგრძლივი პერიოდის განმავლობაში მათ შეიძლება ცვლილება
განიცადონ.

წარმოების ცვლადი დანახარჯი (VC) (Variable Costs) არის პროდუქციის ერთეუ-
ლის წარმოებისათვის დახარჯული თანხა.

მთლიანი ცვლადი დანახარჯი (TVC) (Total Variable Costs), რომელიც შეესაბა-
მება პროდუქციის Q რაოდენობის წარმოებას, გამოითვლება ფორმულით

(TV C) = (V C) ·Q.

ცხადია, წარმოების მთლიანი დანახარჯი ტოლია ფიქსირებული დანახარჯისა და
მთლიანი ცვლადი დანახარჯის ჯამისა

(TC) = (FC) + (V C) ·Q. (5.3)

მოგების ფუნქცია Π განისაზღვრება, როგორც სხვაობა მთლიან ამონაგებსა (TR)
და მთლიან დანახარჯებს (TC) შორის

Π = (TR)− (TC)
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მაგალითი 5.2 მოცემულია მოთხოვნის ფუნქცია

P = 80− 2Q.

გამოვსახოთ მთლიანი ამონაგების (TR) ფუნქციის Q რაოდენობაზე დამოკიდებუ-
ლება და ავაგოთ შესაბამისი გრაფიკი. ჩავატაროთ ანალიზი გრაფიკის მიხედვით.

ამოხსნა. (5.2) ფორმულის ძალით

(TR) = Q · P = Q(80− 2Q) = −2Q2 + 80Q

როგორც ვხედავთ, მთლიანი ამონაგების ფუნქცია აღმოჩნდა კვადრატული ფუნქცია
Q-ს მიმართ. მაშასადამე, მის გრაფიკს წარმოადგენს პარაბოლა, რომლის შტოები მი-
მართულია ქვემოთ (ვინაიდან Q2-ის კოეფიციენტი უარყოფითია). აბსცისთა ღერძზე
გადავზომოთ Q რაოდენობა, ხოლო ორდინატთა ღერძზე მთლიანი ამონაგები (TR).
გრაფიკის Q-გადაკვეთის საპოვნელად გავუტოლოთ კვადრატული ფუნქცია 0-ს. მივი-
ღებთ: −2Q2 + 80Q = 0. საიდანაც Q1 = 0 და Q2 = 40. პარაბოლის წვეროს კოორდინა-
ტები კი იქნება (20, 800) (იხ. სურათი 5.5).

სურ 5.5

გრაფიკიდან ჩანს, რომ მთლიანი ამონაგები მაქსიმალურია, როცა გაიყიდება პრო-
დუქციის Q = 20 ერთეული და ეს მაქსიმალური თანხა შეადგენს TR = 800-ს. პროდუქ-
ციის ერთეულის ფასი ამ შემთხვევაში იქნება P = 80− 2Q = 80− 2(20) = 40.

ზოგადად, თუ მოთხოვნის ფუნქცია მოცემულია წრფივი ფუნქციის სახით

P = aQ+ b, a < 0, b > 0,

მაშინ მთლიანი ამონაგების ფუნქცია (TR) წარმოდგება კვადრატული ფუნქციის ფორ-
მით

TR = Q · P = Q(aQ+ b) = aQ2 + bQ.
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რადგან a < 0, ამიტომ შესაბამისი პარაბოლის შტოები მიმართული იქნება ქვემოთ
და (TR) ფუნქცია მაქსიმუმს მიაღწევს მის წვეროზე, ანუ როდესაც Q = − b

2a
. ამასთან,

ეს მაქსიმალური მნიშვნელობა იქნება TR = − b2

4a
. (იხ. სურათი 5.6)

სურ 5.6

შევნიშნოთ, რომ მთლიანი დანახარჯი (TC) ყოველთვის ვერ ასახავს საწარმოს
ეფექტურობას. განვიხილოთ მაგალითი.

მაგალითი 5.3 ვთქვათ, საერთაშორისო საავტომობილო კომპანია ამუშავებს ორ
ქარხანას, ერთს აშშ-ში, ხოლო მეორეს ევროპაში. აშშ-ში მთლიანი წლიური და-
ნახარჯია 200 მლნ. დოლარი, ხოლო ევროპაში- 45 მლნ. დოლარი. ამასთან, აშშ-ს
ქარხანა აწარმოებს 80 000 ავტომანქანას, ხოლო ევროპისა- 15 000 ავტომანქანას.
რომელი ქარხანა უფრო მომგებიანია (რენტაბელურია)?

ამოხსნა: ცხადია, რომ ორივე ქარხნის მთლიანი დანახარჯი მომგებიანობის თვალ-
საზრისით არავითარ ინფორმაციას არ იძლევა. ქარხნის რენტაბელობა გამოჩნდება
ერთი ავტომანქანის წარმოებაზე საშუალოდ დახარჯული თანხების შედარებით. აშშ-ს
ქარხნისათვის ეს თანხა იქნება (TC)usa

80000
= 200000000

80000
= 2500$, ხოლო ევროპის ქარხნისათ-

ვის (TC)EU

15000
= 45000000

15000
= 3000$. აქედან ცხადია, რომ აშშ-ს ქარხანა უფრო მომგებია-

ნია(რენტაბელურია), ვიდრე ევროპისა.
როგორც ამ მაგალითიდან ჩანს, ზემოთ განხილულ ეკონომიკურ ფუნქციებთან ერ-

თად მნიშვნელოვანი როლი ენიჭება საშუალო დანახარჯის (AC) (Average Costs)
ფუნქციას, რომელიც გამოითვლება მთლიანი დანახარჯის (TC) გაყოფით გამოშვებუ-
ლი პროდუქციის Q რაოდენობაზე.

(AC) =
(TC)

Q
=

(FC) + (V C)Q

Q
=

(FC)

Q
+ (V C) (5.4)
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მაგალითი 5.4 ვთქვათ, რომელიმე საწარმოს მუდმივი დანახარჯია 1000 ლარი,
ხოლო ცვლადი დანახარჯი პროდუქციის ერთეულზე- 4 ლარი. გამოვსახოთ (TC)
მთლიანი დანახარჯი და (AC) საშუალო დანახარჯი პროდუქციის Q რაოდენობის
მიხედვით. ავაგოთ შესაბამისი ნახაზები.

პირობის თანახმად (FC) = 1000 და (V C) = 4. ამიტომ (5.3) ფორმულიდან

(TC) = 1000 + 4Q

(AC) საშუალო დანახარჯისთვის კი (5.4)-დან მივიღებთ

(AC) =
1000

Q
+ 4

(TC) ფუნქცია წრფივია Q-ს მიმართ და მისი გრაფიკი გამოსახულია სურ. 5.7-ზე. (AC)-ს
გრაფიკი წარმოადგენს ჰიპერბოლას (იხ. სურათი 5.8)

სურ 5.7

შევნიშნოთ, რომ როცა Q ძალიან მცირდება, მაშინ (AC) ძალიან იზრდება. ეს კი
იმას ნიშნავს, რომ (AC) ფუნქცია არაა შემოსაზღვრული Q = 0-ის მიდამოში. მეორეს
მხრივ, როცა Q ძალიან დიდია, მაშინ 1000

Q
წილადის მნიშვნელობები უახლოვდება 0-ს,

ხოლო (AC) სიდიდე 4-ს.
როგორც ვიცით, მოგების ფუნქცია Π განიმარტება შემდეგნაირად

Π = (TR)− (TC) = (aQ2 + bQ)− (cQ+ d) (5.5)

შევისწავლოთ ამ ფუნქციის თვისებები (იხ. სურათი 5.9).
ნახაზიდან ჩანს, რომ (0, Q1) და (QB,QC) შუალედებში მთლიანი დანახარჯის გრა-

ფიკი უფრო ზემოთაა, ვიდრე მთლიანი ამონაგების გრაფიკი; ამიტომ აქ დანახარჯი
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სურ 5.8

სჭარბობს შემოსავალს. QA და QB წერტილებში მთლიანი დანახარჯი და მთლიანი
ამონაგები ერთმანეთის ტოლია. ამ რეჟიმს ნულოვან ზღვარზე მუშაობა ეწოდება. რაც
შეეხება (QA,QB) შუალედს, აქ მთლიანი ამონაგების მრუდი უფრო ზემოთაა, ვიდრე
მთლიანი დანახარჯისა, ე.ი. ამონაგები სჭარბობს დანახარჯს და გვაქვს მოგება. EF -
ის მაქსიმალურ სიგრძეს შეესაბამება მაქსიმალური მოგება. ასეთი სიტუაცია მიიღწევა
რომელიღაც Q-თვის (QA,QB) შუალედიდან. ამ მაქსიმალური მოგების მოსაძებნად უმ-
ჯობესია გამოვიყენოთ (5.5) ფორმულა, რომელიც გამოსახავს მოგების Π ფუნქციას
კვადრატული სამწევრის სახით, რომლის შესაბამისი გრაფიკის (პარაბოლის) შტოები
ქვემოთაა მიმართული. ამის გამო მას აუცილებლად გააჩნია უდიდესი მნიშვნელობა,
რომელიც შეესაბამება მაქსიმალურ მოგებას.

მაგალითი 5.5 წარმოების მუდმივი დანახარჯია 4ლარი, ცვლადი დანახარჯი პრო-
დუქციის ერთეულზე შეადგენს 1 ლარს. მოთხოვნის ფუნქციაა P = −2Q + 10. გა-
მოვსახოთ მოგების Π ფუნქცია Q-ს საშუალებით. ასევე გავარკვიოთ:

1) საქონლის რა რაოდენობა შეესაბამება ნულოვან ზღვარზე მუშაობას?
2) რას უდრის მოგების მაქსიმალური სიდიდე?

ამოხსნა: როგორც ვიცით, მოგების ფუნქცია მოიცემა ფორმულით Π = (TR)−(TC).
ჩვენს პირობებში (TR) = Q · P = Q(−2Q + 10) = −2Q2 + 10Q. რადგანაც (FC) = 4
და (V C) = 1, ამიტომ (TC) = (FC) + (V C)Q = 4 + Q.მაშინ მოგების ფუნქციისთვის
მივიღებთ

Π = (−2Q2 + 10Q)− (4 +Q) = −2Q2 + 9Q− 4

განვიხილოთ განტოლება
−2Q2 + 9Q− 4 = 0

მისი ამონახსნებია

Q1 =
1

2
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სურ 5.9

Q2 = 4

ესაა სწორედ ის რაოდენობები, რომელთაც შეესაბამება ნულოვან ზღვარზე მუშაობა.
Π ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობის მოსაძებნად ვიპოვოთ პარაბოლის წვე-

როს კოორდინატები:

Q0 = − 9

2 · (−2)
=

9

4
,Π0 = −92 − 4 · (−2) · (−4)

4 · (−2)
= 6.125

ამრიგად, მოგების ფუნქციის მაქსიმალური სიდიდეა Π0 = 6.125, რომელიც შეესა-
ბამება Q0 = 9

4
რაოდენობის პროდუქციას.

5.2 სავარჯიშოები:
1. ამოხსენით შემდეგი კვადრატული განტოლებები

ა) x2 = 81

ბ) x2 = 36

გ) 2x2 = 8

დ) (x− 1)2 = 9

ე) (x+ 5)2 = 16

2. იპოვეთ შემდეგი განტოლებების ამონახსნები
ა) (x− 1)(x+ 3) = 0

ბ) (2x− 1)(x+ 10) = 0

გ) (3x+ 5)(4x− 9) = 0

დ) (x− 2)(x+ 1)(4− x) = 0
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3. x2 − 8x+ c = 0 კვადრატული განტოლების ერთ-ერთი ამონახსნია x = 2. იპოვეთ
c მუდმივი და განტოლების მეორე ამონახსნი.

4. იპოვეთ შემდეგი ფუნქციებისთვის x-გადაკვეთები
ა) f(x) = x2 − 16

ბ) f(x) = x(100− x)

დ) f(x) = x2 − 18x+ 81

ე) f(x) = 2x2 + 4x+ 5

5. იპოვეთ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა
ა) f(x) = −3x2 + 6x− 4

ბ) f(x) = −x2 − 4x+ 1

გ) f(x) = −3x2 + 18

დ) f(x) = 9− x2

ე) f(x) = 3− 2x2 + 8x

6. იპოვეთ ფუნქციის უმცირესი მნიშვნელობა
ა) f(x) = x2 + 6x+ 5

ბ) f(x) = 3x2 + 9x− 1

გ) f(x) = 4x2 − 9

დ) f(x) = x2 − 2x+ 1

ე) f(x) = 5x+ x2

7. ააგეთ შემდეგი ფუნქციების გრაფიკის ესკიზები
ა) f(x) = 2x2

ბ) f(x) = −x2

გ) f(x) = x2 + 2x+ 3

დ) f(x) = 2 + x− x2

8. მოცემული მთლიანი ამონაგების ფუნქციისთვის იპოვეთ შესაბამისი მოთხოვნის
ფუნქცია
ა) TR = 50Q− 4Q2

ბ) TR = 10

9. უცხოელ ტურისტებს შორის პოპულარობით სარგებლობს წიგნი ქართული ღვი-
ნოების შესახებ. თუ მისი ფასი 15 ლარია, დღეში 50 ცალი იყიდება. თუ წიგნის
ფასს 2 ლარით შევამცირებთ, მაშინ გაიყიდება 10 ცალით მეტი. იპოვეთ მაქსიმა-
ლური ამონაგების სიდიდე, თუ დამოკიდებულება ფასსა და რაოდენობას შორის
წრფივია.

10. თუ ერთი სუვენირი ღირს 6 ლარი, მაშინ იყიდება 1200 ცალი. ფასის 2 ლარით
გაძვირება იწვევს გაყიდული სუვენირების რაოდენობის 200 ერთეულით შემცი-
რებას. დამოკიდებულება სუვენირის ფასსა და რაოდენობას შორის წრფივია. იპო-
ვეთ მაქსიმალური ამონაგები. რა იქნება სუვენირის ფასი ამ შემთხვევაში?
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11. თუ კინოთეატრის ბილეთი 10 ლარი რირს, იყიდება 800 ცალი, ხოლო თუ მისი
ფასი გახდება 8 ლარი-1000 ცალი. გაყიდული ბილეთების რა რაოდენობა იძლევა
მაქსიმალურ ამონაგებს და რა იქნება ამ შემთხვევაში ბილეთის ფასი, თუ დამო-
კიდებულება ფასსა და რაოდენობას შორის წრფივია?

12. მოთხოვნის ფუნქციაა P = −2Q + 140. ჩაწერეთ მთლიანი ამონაგები (TR), რო-
გორც Q რაოდენობის ფუნქცია. იპოვეთ ის Q0 რაოდენობა, რომელიც მაქსიმა-
ლურ მნიშვნელობას ანიჭებს მთლიანი ამონაგების ფუნქციას.

13. მოცემულია მოთხოვნის ფუნქცია P = 6− Q. იპოვეთ მთლიანი ამონაგების ფუნ-
ქცია და ააგეთ მისი გრაფიკი.

14. მოცემულია მოთხოვნის ფუნქცია P = 12 − 3Q. იპოვეთ მთლიანი ამონაგების
ფუნქცია და ააგეთ მისი გრაფიკი.

15. წარმოების ფიქსირებული დანახარჯია 50 ლარი, ხოლო ცვალებადი დანახარჯი
58 ლარი. ჩაწერეთ საშუალო დანახარჯი (AC), როგორცQრაოდენობის ფუნქცია.

16. წარმოების მუდმივი დანახარჯია 70 ლარი, ხოლო ცვალებადი დანახარჯი- 8 ლა-
რი. მოთხოვნის ფუნქციაა P = 80 − 2Q. გამოსახეთ მოგების ფუნქცია Q რაოდე-
ნობის საშუალებით და ააგეთ ამ ფუნქციის გრაფიკი.
ა) იპოვეთ საქონლის რაოდენობა, რომელიც უზრუნველყოფს ნულოვან ზღვარზე
მუშაობას.
ბ) პროდუქციის რა რაოდენობა იძლევა მაქსიმალურ მოგებას?

17. მოთხოვნის ფუნქციაა P = −7Q + 150, ხოლო მთლიანი დანახარჯის ფუნქციაა
(TC) = 40 + 10Q. ჩაწერეთ მოგების ფუნქცია, როგორც Q რაოდენობის ფუნქცია
და ააგეთ მისი გრაფიკი. რა რაოდენობა უზრუნველყოფს მაქსიმალურ მოგებას
და როგორია ამ შემთხვევაში ფასი?

18. ფირმის ფიქსირებული დანახარჯია 5000 ლარი, ცვალებადი დანახარჯი კი-4 ლა-
რი. პროდუქციის ერთეული იყიდება 6 ლარად.
ა) იპოვეთ ნულოვან ზღვარზე მუშაობის რეჟიმი.
ბ) პროდუქციის რა რაოდენობაა გამოშვებული და გაყიდული, თუ ფირმის მოგებაა
2000 ლარი?

19. მოცემულია მოთხოვნის 2Q + P = 25 და საშუალო დანახარჯის AC = 32
Q

+ 5
ფუნქციები. შეადგიინეთ შესაბამისი მოგების ფუნქციის განტოლება და იპოვეთQ-
ს ის მნიშვნელობები, რომლებიც უზრუნველყოფენ ნულოვან ზღვარზე მუშაობას
და მაქსიმალურ მოგებას.
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ლექცია 6

მაჩვენებლიანი და ლოგარითმული
ფუნქციები. ფინანსური მათემატიკის
ელემენტები

ამ ლექციაში შევისწავლით მაჩვენებლიან და ლოგარითმულ ფუნქციებს. შემოვიღებთ
რიცხვის პროცენტის ცნებას. განვიხილავთ ფინანსური მათემატიკის ელემენტებს.

6.1 მაჩვენებლიანი და ლოგარითმული ფუნქციები

ვთქვათ, a > 0 და a 6= 1. f (x) = ax სახის ფუნქციას მაჩვენებლიანი ფუნქცია
ეწოდება.

მაგალითი 6.1 ვთქვათ, f (x) = 3x. იპოვეთ
(ა) f (5) ; (ბ) f

(
−2

3

)
;

(გ) f (π) , (დ) f
(√

2
)
.

ამოხსნა:
(ა) f (5) = 35 = 243;
(ბ) f

(
−2

3

)
= 3−2/3 ≈ 0, 4807;

(გ) f (π) = 3π ≈ 31, 544;

(დ) f
(√

2
)

= 3
√

2 ≈ 4, 7288.
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ააგეთ შემდეგი ფუნქციების გრაფიკები:
(ა) f (x) = 3x; (ბ) g (x) =

(
1
3

)x
.

ამოხსნა:

x f (x) = 3x g (x) =
(

1
3

)x
−3 1/27 27
−2 1/9 9
−1 1/3 3
0 1 1
1 3 1/3
2 9 1/9
3 27 1/27

სურ 6.1

საზოგადოდ, მაჩვენებლიანი ფუნქციის გრაფიკს აქვს შემდეგი სახე (იხ. სურა-
თი 6.2):
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(a) (b)

სურ 6.2

განვიხილოთ გამოსახულება: (
1 +

1

n

)n
,

სადაც n ნატურალური რიცხვია. მივანიჭოთ n-ს სხვადასხვა მნიშვნელობა:

n
(
1 + 1

n

)n
1 2
5 2, 48832
10 2, 59374
100 2, 71692

10000 2, 718115
100000 2, 71827
1000000 2, 71828

როცა n–ის მნიშვნელობები უსასრულოდ იზრდება, მაშინ გამოსახულება(
1 +

1

n

)n
“მიისწრაფის-კონკრეტული რიცხვისკენ და მას აღვნიშნავთ e სიმბოლოთი, ამ რი-
ცხვს ეილერის რიცხვს უწოდებენ. e რიცხვი ირაციონალური რიცხვია, ანუ წარმო-
ადგენს უსასრულო არაპერიოდულ ათწილადს. მისი მიახლოებითი მნიშვნელო-
ბაა

e ≈ 2, 72.

მაჩვენებლიან ფუნქციას e–ს ფუძით ექსპონენციალურ ფუნქციასაც უწოდებენ:

f (x) = ex.
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ვთქვათ, a არის 1–სგან განსხვავებული დადებითი რიცხვი. ლოგარითმული ფუნ-
ქცია ფუძით a განიმარტება შემდეგნაირად:

loga x = y ⇐⇒ ay = x.

ლოგარითმული ფუნქციის თვისებები:

1) loga 1 = 0;
2) loga a = 1;
3) loga a

x = x;
4) aloga x = x.

მაგალითი 6.2 ააგეთ შემდეგი ფუნქციების გრაფიკები:

(ა) f (x) = log2 x; (ბ) g (x) = log1/2 x.

ამოხსნა:

x log2 x log1/2 x

23 3 −3
22 2 −2
2 1 −1
1 0 0

2−1 −1 1
2−2 −2 2
2−3 −3 3
2−4 −4 4

ამ მონაცემებით ავაგოთ შესაბამისი გრაფიკები (იხ. სურ. 6.3)

საზოგადოდ, loga x ლოგარითმულ ფუნქციის გრაფიკს აქვს შემდეგი სახე (იხ.
სურათი 6.4):

როცა ლოგარითმის ფუძე 10-ის ტოლია, მაშინ მას ათობითი ლოგარითმი ეწოდე-
ბა და ჩაიწერება შემდეგი სახით

log10 x = lg x.

ასევე, ლოგარითმულ ფუნქციას ფუძით e აღვნიშნავთ lnx–ით, ე. ი.

loge x = lnx
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სურ 6.3

მაგალითი 6.3 განვითარებული ქვეყნების მოსახლეობაში მაცივრის მფლობელთა
პროცენტული მაჩვენებელი t წლის შემდეგ მოდელირდება ფორმულით (იხ. სურ
6.5)

y = 100− 95e−0,15t.

იპოვეთ მაცივრის მფლობელთა პროცენტული მაჩვენებელი:

(ა) ერთი წლის შემდეგ;
(ბ) 10 წლის შემდეგ;
(გ) 20 წლის შემდეგ.

ამოხსნა:

(ა) y (1) = 100− 95e−0,15 = 18%; ;
(ბ) y (10) = 100− 95e−1,5 = 79%;
(გ) y (20) = 100− 95e−3 = 95%.
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(a) (b)

სურ 6.4

მაგალითი 6.4 თუ მთლიანი შიდა პროდუქტის (მშპ) ზრდა t წლის განმავლობაში
მოდელირდება ფორმულით:

GNP = 80e0,02t,

რამდენი წლის შემდეგ მიაღწევს მშპ 88 მილიარდ ლარს?
ამოხსნა: გვაქვს

88 = 80e0,02t,

1, 1 = e0,02t,

0, 02t = ln 1, 1 = 0, 09531...,

t =
0, 09531

0, 02
≈ 4, 77 (წელი).

6.2 რიცხვის პროცენტი

განსაზღვრება 6.1 პროცენტი ეწოდება რიცხვის მეასედ ნაწილს და აღინიშნება
სიმბოლოთი %.

მოცემული a რიცხვის A პროცენტის საპოვნელად a რიცხვი უნდა გავამრავლოთ
A პროცენტის რიცხვით მნიშვნელობაზე და შედეგი გავყოთ 100–ზე, ანუ

b =
a · A
100
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სურ 6.5

ვიპოვოთ a, თუ ცნობილია, რომ მისი A% უდრის b–ს: ცხადია, რომ

b =
a · A
100

,

მაშასადამე,

a =
b · 100

A
.

ორი რიცხვის პროცენტული შეფარდების პოვნა: ამ ამოცანაში მოცემულია ორი
a და b რიცხვი და უნდა ვიპოვოთ a რიცხვის რამდენი პროცენტია b რიცხვი:
პროცენტის განმარტების ძალით

b =
a · x
100

და მაშასადამე

x =
100 · b
a

.

6.3 ფინანსური მათემატიკის ელემენტები
განვიხილოთ შემდეგი ამოცანა: ვთქვათ, კრედიტორმა (მევალემ) გარკვეული დროით
სესხად გასცა S რაოდენობის თანხა r%-ად. დადგენილი ვადის გასვლის შემდეგ დე-
ბიტორი (მოვალე) ვალდებულია დაუბრუნოს კრედიტორს r%–ით გაზრდილი თანხა,
ანუ

S1 = S +
rS

100
.
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ზოგჯერ აწარმოებენ სარგებლის მრავალჯერად დარიცხვას. დარიცხვა ხდება დრო-
ის გარკვეული ინტერვალების გასვლის შემდეგ. როგორც წესი, ეს ინტერვალები კონ-
კრეტული სესხისათვის ერთი და იგივეა და მათ დარიცხვის პერიოდს უწოდებენ. და-
რიცხვის პერიოდი შეიძლება იყოს წელი, ნახევარი წელი, თვე და ა. შ. დადებული ხელ-
შეკრულების თანახმად, სარგებლის განაკვეთით გათვალისწინებულ თანხას უხდიან
მევალეს, ან უმატებენ ვალს. ორივე შემთხვევაში ხდება საკრედიტო ფულადი თანხის
გაზრდა. ამ პროცესს საწყისი თანხის ზრდა ეწოდება. თუ ცნობილია სარგებლის და-
რიცხვის წესი, მაშინ დროის ნებისმიერი t პერიოდისათვის შეგვიძლია გამოვთვალოთ
შესაბამისი თანხის რაოდენობა. ამ თანხას მიმდინარე თანხას უწოდებენ, იმ თანხას
კი, რომელიც შეესაბამება საკრედიტო ვადის ბოლოს დაგროვილ თანხას, საბოლოო
თანხა.

არსებობს სარგებლის დარიცხვის რამდენიმე განსხვავებული წესი. დარიცხვის ფორ-
მებს შორის ძირითადი განსხვავება განპირობებულია იმით, თუ რომელი თანხიდან იან-
გარიშება სარგებლის განაკვეთი. თუ სესხის მთელი ვადის განმავლობაში დასარიცხი
r% –იანი სარგებელი იანგარიშება კრედიტის საწყისი თანხიდან, მაშინ ვამბობთ, რომ
საქმე გვაქვს სარგებლის მარტივ განაკვეთთან ან კრედიტი გაცემულია მარტივი r%
–იანი განაკვეთით. თუ დარიცხვის ყოველ პერიოდში დასარიცხი r% –იანი სარგებელი
მიმდინარე თანხიდან იანგარიშება, მაშინ საქმე გვაქვს სარგებლის რთულ განაკვეთ-
თან. ამ შემთხვევაში კი ვიტყვით, რომ სესხი გაცემულია სარგებლის რთული r% –იანი
განაკვეთით.

გამოვიყვანოთ ფორმულა, რომლითაც გამოითვლება სარგებლის მარტივი განაკვე-
თით დაბანდებული თანხის რაოდენობა საკრედიტო ვადის ბოლოს.

ვთქვათ, გაცემულია S ლარის რაოდენობის კრედიტი n პერიოდის ხანგრძლივობით.
ვიგულისხმოთ, რომ ყოველ პერიოდში დარიცხვა ხდება მარტივი r% –იანი განაკვეთით.
მაშინ, როგორც ვიცით

S1 = S +
rS

100

და, მაშასადამე, პირველი პერიოდის ბოლოს გვექნება S1 თანხა. მეორე პერიოდის ბო-
ლოს კი -

S2 = S1 +
rS

100
= S + 2S

r

100

და ასე შემდეგ, n პერიოდის ბოლოს გვექნება:

Sn = Sn–1 +
rS

100
= S + nS

r

100

ამგვარად მივიღეთ, ფორმულა, რომელიც საშუალებას გვაძლევს მარტივი დარი-
ცხვის შემთხვევაში გამოვთვალოთ საბოლოო თანხა

Sn = S
(

1 + n · r

100

)
. (6.1)

ვთქვათ, ახლა მეანაბრემ ბანკში შეიტანა A ლარი სარგებლის წლიური რთული r%
განაკვეთით. გამოვთვალოთ, რა თანხა დაუგროვდება მას n წლის შემდეგ: ამოცანის
პირობის თანახმად, 1 წლის შემდეგ მეანაბრეს ანგარიშზე ექნება შემდეგი თანხა

A1 = A+ A · r

100
= A

(
1 +

r

100

)
.
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2 წლის შემდეგ კი–

A2 = A1 + A1 ·
r

100

= A1

(
1 +

r

100

)
= A

(
1 +

r

100

)2

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ, რომ n წლის შემდეგ მეანაბრეს ანგა-
რიშზე ექნება შემდეგი თანხა

An = A
(

1 +
r

100

)n
. (6.2)

ამ ფორმულას ეწოდება დაგროვილი თანხის გამოსათვლელი ფორმულა სარგებლის
წლიური რთული განაკვეთის შემთხვევაში. A თანხას ეწოდება საწყისი თანხა, ხოლო
An თანხას საბოლოო თანხა.

მაგალითი 6.5 10000 ლარი გაცემულია სესხად სარგებლის წლიური რთული
10%–იანი განაკვეთით. იპოვეთ საბოლოო თანხა 5 წლის შემდეგ. (6.2) ფორმულის
თანახმად

A5 = 10000

(
1 +

10

100

)5

= 10000 · 1.61051

= 16105, 1.

განვიხილოთ იგივე ამოცანა მარტივი განაკვეთის შემთხვევაში:

მაგალითი 6.6 10000 ლარი გაცემულია სესხად სარგებლის წლიური მარტივი
10%–იანი განაკვეთით. იპოვეთ საბოლოო თანხა 5 წლის შემდეგ. (6.1) ფორმულის
თანახმად

S5 = 10000

(
1 +

5 · 10

100

)
= 10000 · 1, 5
= 15000

მაგალითი 6.7 ერთი ბანკი სთავაზობს მეანაბრეებს ერთი წლის განმავლობაში
სარგებლის რთულ თვიურ 2%-იან დარიცხვას, ხოლო მეორე ბანკი– სარგებლის
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მარტივ თვიურ 2, 1%–იან დარიცხვას. რომელ ბანკში უფრო ხელსაყრელია მეანაბ-
რისთვის ფულის შეტანა?

ცხადია, ამ შემთხვევაში დარიცხვის პერიოდი n = 12. რთული პროცენტის შემ-
თხვევაში ფორმულა (6.2)–დან მივიღებთ

A12 = 10000

(
1 +

2

100

)12

≈ 12682.

მარტივი პროცენტის შემთხვევაში ფორმულა (6.1)–დან მივიღებთ:

S12 = 10000

(
1 +

2.1 · 12

100

)
= 12520.

როგორც ვხედავთ A12 > S12. მაშასადამე, მეანაბრისთვის უფრო ხელსაყრელია
პირველ ბანკში თანხის შეტანა.

6.4 სავარჯიშოები:
1. t წლის შემდეგ მოსახლეობაში ვიდეოკამერის მფლობელთა პროცენტული მაჩვე-

ნებელი მოდელირდება ფორმულით

y =
55

1 + 800e−0,3t
.

იპოვეთ ვიდეოკამერის მფლობელთა პროცენტული მაჩვენებელი

(ა) 10 წლის შემდეგ;
(ბ) 20 წლის შემდეგ;
(გ) 30 წლის შემდეგ.

2. ფირმის შემოსავალი (TR) t წლის შემდეგ მოდელირდება ფორმულით (შემოსავა-
ლი გამოსახულია მილიონებში):

TR = 5e−0,15t.

იპოვეთ:

(ა) მიმდინარე შემოსავალი;
(ბ) რამდენი წლის შემდეგ გახდება ფირმის შემოსავალი
2,7 მილიონი ლარი?

3. იპოვეთ რიცხვი, თუ მისი:
ა) 1% არის 12 , ბ) 10% არის 23, 7
გ) 18% შეადგენს 48-ს დ) 2, 6% შეადგენს 6,5-ს.
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4. ფირმამ წლიური გაყიდვების მოცულობა წინა წელთან შედარებით გაზარდა 50
000– დან 55 000– მდე. გამოსახეთ ეს ზრდა პროცენტობით.

5. ვთქვათ, საშემოსავლო გადასახადი შეადგენს 20%-ს. რამდენი ლარით დაიბეგრე-
ბა მოსამსახურე, თუ მისი დარიცხული ხელფასი შეადგენს 1360 ლარს.

6. ინფლაციის წლიური მაჩვენებელი შეადგენს 4%–ს. რა ეღირება საქონელი წლის
ბოლოს, თუ წლის დასაწყისში მისი ფასი იყო 25 ლარი.

7. პროდუქტზე დამატებითი ღირებულების გადასახადი(დღგ) შეადგენს 18%–ს. თუ
პროდუქტის სარეალიზაციო ფასია 800 ლარი, რა ეღირება ეს პროდუქტი დ.ღ.გ.–ს
გარეშე?

8. ავტომანქანის ფასი წლის განმავლობაში შემცირდა ორჯერ: პირველად 5%-ით,
ხოლო შემდეგ 9%-ით. საბოლოოდ რამდენი პროცენტით შემცირდა ავტომანქანის
ფასი?

9. საერთაშორისო ბაზარზე ერთი ბარელი ნავთობის ფასი შეიცვალა ორჯერ: პირ-
ველად გაიზარდა 7%-ით, ხოლო შემდეგ დაიკლო 11%-ით. საბოლოოდ რამდენი
პროცენტით შეიცვალა ნავთობის ფასი?

10. ტურისტულ ფირმას დაგეგმილი ჰქონდა ზაფხულის სეზონის განმავლობაში მომ-
სახურებოდა 800 ტურისტს. ფირმამ გეგმა შეასრულა 110%-ით. რამდენ ტურისტს
მომსახურებია ფირმა?

11. მარტვილის კანიონზე ვიზიტორთა რაოდენობა ერთ წელიწადში 24 000 -დან გაი-
ზარდა 36 000-მდე. გამოსახეთ ეს ზრდა პროცენტობით.

12. რესტორანში შესვლისათვის თითო კაცზე ფიქსირებული გადასახადია 20 ლარი.
მომსახურებისთვის გადასახადი კი შეადგენს დანახარჯის 9%-ს. ხუთმა მეგობარ-
მა გადაწყვიტა ივახშმოს რესტორანში. რა თანხა შეუძლიათ დახარჯონ მეგობ-
რებმა სავახშმოდ, თუ მათ აქვთ მხოლოდ 500 ლარი?

13. ტურისტული სააგენტოს მიერ ერთი ტურისტის მომსახურების ფასი პირველად
გაიზარდა 6%-ით, ხოლო შემდეგ შემცირდა 9%-ით. საბოლოოდ რამდენი პრო-
ცენტით შეიცვალა მომსახურების ფასი?

14. 12 000 ლარი დაბანდებულია 6 წლით წლიური რთული 7%-იანი განაკვეთით.
იპოვეთ დაგროვილი თანხა.

15. 14 000 ლარი გაცემულია სესხად 12 წლით წლიური რთული 8%-იანი განაკვეთით.
იპოვეთ დასაბრუნებელი თანხის რაოდენობა.

16. მეანაბრემ ბანკში დააბანდა 16 000 ლარი 8 წლით სარგებლის წლიური მარტივი
12%-იანი განაკვეთით. რა თანხას დაუბრუნებს ბანკი მეანაბრეს?

17. რა რაოდენობის კრედიტი აიღო მოვალემ, თუ კრედიტი გაცემული იყი 15 წლით
სარგებლის მარტივი წლიური 8%-იანი განაკვეთით და ვადის გასვლის შემდეგ მან
დააბრუნა 83 000 ლარი?

18. სარგებლის მარტივი წლიური საპროცენტო განაკვეთით დაბანდებული 11 000
ლარი 6 წლის შემდეგ გახდა 15 620 ლარი. იპოვეთ სარგებლის განაკვეთი.
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19. რა თანხა დაუბანდებიათ ბანკში სარგებლის წლიური რთული 5%-იანი განაკვე-
თით, თუ 6 წლის შემდეგ დაგროვილმა თანხამ შეადგინა 12 500 ლარი.

20. 25 000 ლარი დაბანდებულია სესხად სარგებლის წლიური რთული 12%-იანი გა-
ნაკვეთით. რამდენი წლის შემდეგ გახდება ეს თანხა 250 000 ლარის ტოლი?

21. გამოთვალეთ, რა თანხა უნდა შეიტანოთ ბანკში სარგებლის წლიური რთული 5%-
იანი განაკვეთით, რომ 7 წლის შემდეგ დაგროვილი თანხა შეადგენდეს 32 500
ლარს?

22. იპოვეთ სარგებლის წლიური რთული 10%-იანი განაკვეთის შესაბამისი მარტივი
განაკვეთი იმ პირობით, რომ ერთი და იმავე საწყისი თანხიდან 5 წელიწადში
დაგროვილი თანხები იყოს ტოლი.

23. ერთი ბანკი სთავაზობს კლიენტებს ერთი წლის განმავლობაში ანაბრებზე სარ-
გებლის ყოველთვიურ რთულ 3%-იან დარიცხვას, ხოლო მეორე ბანკი სარგებლის
მარტივ ყოველთვიურ 3.1%-იან დარიცხვას. რომელ ბანკში უფრო ხელსაყრელია
თანხის შეტანა?
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ლექცია 7

მატრიცები და დეტერმინანტები.
წრფივ განტოლებათა სისტემები

ამ ლექციაში შემოვიღებთ მატრიცისა და დეტერმინანტის ცნებებს. განვიხილავთ ოპე-
რაციებს მატრიცებზე. გავეცნობით დეტერმინანტის საშუალებით წრფივ განტოლებათა
სისტემის ამოხსნის მეთოდეს.

7.1 მატრიცის ცნება
ვთქვათ, ფირმა ამზადებს სამი სახის პროდუქტს G1, G2 და G3, რომელსაც ჰყიდის
ორ- C1 და C2 მომხმარებელზე. თვის განმავლობაში C1 მომხმარებელი ყიდულობს
G1 პროდუქტის 7 ერთეულს, G2 პროდუქტის 3 ერთეულს და G3 პროდუქტის 4 ერთე-
ულს, ხოლო C2 მომხმარებელი ყიდულობს შესაბამისად G1-ის 1, G2-ის 5 და G3-ის 6
ერთეულს. ცხადია, რომ ეს მოცულობითი ინფორმაცია უმჯობესია ჩაიწეროს მოკლედ
შემდეგი ცხრილის სახით

A =

(
7 3 4
1 5 6

)
(7.1)

რომელსაც მატრიცა ეწოდება. საზოგადოდ,

ფრჩხილებში ჩაწერილ რიცხვთა მართკუთხა ცხრილს მატრიცა ეწოდება.

რიცხვებს, რომლისგანაც მატრიცა შედგება, მატრიცის ელემენტები ეწოდებათ. მატ-
რიცა შედგება სტრიქონებისა და სვეტებისაგან. (7.1) მატრიცა შედგება 2 სტრიქონისა
და 3 სვეტისგან, ამიტომ ვიტყვით, რომ მას აქვს 2×3 რიგი.m×n რიგის მატრიცას გააჩ-
ნია m სტრიქონი და n სვეტი. ცხადია, გონივრული იქნება, თუ მატრიცის ელემენტების
გადასანომრად გამოვიყენებთ ორმაგ ინდექსებს. კერძოდ, ჩანაწერი aij ნიშნავს, რომ
a ელემენტი წარმოადგენს მატრიცის i ნომრიანი სტრიქონისა და j ნომრიანი სვეტის
საერთო ელემენტს, ანუ მდებარეობს მათ გადაკვეთაზე. (7.1) მატრიცაში a12 = 3.

საზოგადოდ, 3× 2 რიგის D მატრიცა შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგნაირად

D =

 d11 d12

d21 d22

d31 d32


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ანალოგიურად, 3× 3 რიგის E მატრიცას ექნება შემდეგი სახე

E =

 e11 e12 e13

e21 e22 e23

e31 e32 e33


E მატრიცას მე-3 რიგის კვადრატული მატრიცა ეწოდება.

კვადრატულ მატრიცაში დიაგონალს, რომელზეც ერთნაირინდექსიანი aii ელემენ-
ტები დგანან, მატრიცის მთავარი დიაგონალი ეწოდება, ხოლო მეორე დიაგონალს
არამთავარი დიაგონალი.

მაგალითი 7.1 მოცემულია მატრიცები

B =

(
2 1
−1 6

)
C =

 1 3 4 0
1 2 1 1
1 4 5 7


მიუთითეთ B და C მატრიცის რიგები და ამოწერეთ b22 და c34 ელემენტების

მნიშვნელობები.
ამოხსნა. B მატრიცის რიგია 2× 2, ვინაიდან ის შედგება 2 სტრიქონისა და ორი

სვეტისგან, ხოლო C მატრიცა 3 × 4 რიგისაა, რადგანაც მასში სამი სტრიქონი და
ოთხი სვეტია.

b22 = 6 (B მატრიცის სტრიქონი 2 და სვეტი 2), c34 = 7 (C მატრიცის სტრიქონი
3 და სვეტი 4)

7.2 მატრიცის ტრანსპონირება
ზემოთ მოყვანილA მატრიცაში სტრიქონები შეესაბამებოდა ორ მომხმარებელს, ხოლო
სვეტები სამ პროდუქტს და მატრიცა გამოსახავდა თვეში ორი მომხმარებლის მიერ სამი
პროდუქტის შეძენის დინამიკას. ეს ინფორმაცია შეიძლება ასევე გადმოიცეს, როგორც
სამი პროდუქტის შეძენის დინამიკა ორი მომხმარებლის მიერ. ცხადია, ასეთ შემთხვე-
ვაში ამ პროცესის აღმწერ მატრიცას ექნება სახე

B =

 7 1
3 5
4 6


სადაც სტრიქონები შეესაბამება პროდუქტებს, ხოლო სვეტები მომხმარებლებს. B

მატრიცის მეორე სტრიქონში არსებული რიცხვები გამოსახავენ,რომ G2 პროდუქტის
3 და 5 ერთეულებს ყიდულობენ შესაბამისად C1 და C2 მომხმარებლები. მიღებულ B
მატრიცას A მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა ეწოდება და აღინიშნება ასე

B = AT .
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მაშასადამე, თუ A მატრიცის სტრიქონებს ჩავწერთ შესაბამის სვეტებად(ანუ, პირველ
სტრიქონს პირველ სვეტად, მეორე სტრიქონს -მეორე სვეტად და ა.შ.), მივიღებთ მატ-
რიცას, რომელსაც A მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა ეწოდება და აღინიშნება
AT სიმბოლოთი. ცხადია, თუ A მატრიცის რიგია m×n, მაშინ მისი ტრანსპონირებული
მატრიცის რიგი იქნება n×m.

მაგალითი 7.2 ჩაწერეთ შემდეგი მატრიცების ტრანსპონირებული მატრიცები

D =

 1 7 0 3
2 4 6 0
5 1 9 2

 , E =

(
−6
3

)

ამოხსნა. ვინაიდან D მატრიცა 3× 4 რიგისაა, ამიტომ მისი ტრანსპონირებული
მატრიცა 4× 3 რიგის იქნება,

DT =


1 2 5
7 4 1
0 6 9
3 0 2


ხოლო 2× 1 რიგის E მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა იქნება 1× 2 რიგის,

ET =
(
−6 3

)
.

მატრიცას ეწოდება სტრიქონ-მატრიცა, თუ ის მხოლოდ ერთი სტრიქონისგან
შედგება, მაგალითად (

7 0 −4 11
)

და ეწოდება სვეტ-მატრიცა, თუ ის მხოლოდ ერთი სვეტისაგან შედგება, მაგალი-
თად  4

3
−2


.

7.3 მატრიცების შეკრება და გამოკლება
ვთქვათ, ამ პარაგრაფის დასაწყისში განხილულ ორი მომხმარებლისა და სამი პრო-
დუქტის მაგალითში

A =

(
7 3 4
1 5 6

)
(7.2)

69



მატრიცა გამოსახავს შესყიდვების დინამიკას იანვარში. ანალოგიურად დავუშვათ, რომ
თებერვლის თვის შესყიდვების დინამიკა მოიცემა შემდეგი მატრიცით

B =

(
6 2 1
0 4 4

)
, (7.3)

ეს იმას ნიშნავს, რომ C1 მომხმარებელმა იანვარსა და თებერვალში შეიძინა, შესა-
ბამისად, 7 და 6 ერთეული G1 პროდუქტი. მაშასადამე, მან ორი თვის განმავლობაში
ჯამში შეიძინა 7+6 = 13 ერთეული G1 პროდუქტი. თუ ანალოგიურ პროცესს გამოვიყე-
ნებთ დანარჩენი მომხმარებლისა და პროდუქტების მიმართ, მაშინ ორი თვის ჯამური
გაყიდვების დინამიკა შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი მატრიცის სახით

C =

(
7 + 6 3 + 2 4 + 1
1 + 0 5 + 4 6 + 4

)
=

(
13 5 5
1 9 10

)
ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ C მატრიცა წარმოადგენს A და B მატრიცების ჯამს

და ეს ფაქტი ჩაიწერება ასე
C = A+B

საზოგადოდ, იმისათვის რომ შევკრიბოთ(ან გამოვაკლოთ) ორი ერთნაირი რიგის
მატრიცა, საჭიროა ერთმანეთს დავუმატოთ(ან გამოვაკლოთ) ამ მატრიცების შესაბა-
მისი ელემენტები. ამ განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი ორი m × n
რიგის მატრიცისთვის სამართლიანია ტოლობა

A+B = B + A

მაგალითი 7.3 მოცემულია მატრიცები

A =

 9 −3
4 1
2 0

 , B =

 5 2
−1 6
3 4


იპოვეთ : 1) A+B, 2) A−B, 3) A− A
ამოხსნა.

1) A+B=

 9 −3
4 1
2 0

+

 5 2
−1 6
3 4

 =

 14 −1
3 7
5 4



2) A−B=

 9 −3
4 1
2 0

−
 5 2
−1 6
3 4

 =

 4 −5
5 −5
−1 −4



3) A− A=

 9 −3
4 1
2 0

−
 9 −3

4 1
2 0

 =

 0 0
0 0
0 0


ბოლოს მიღებულ 3 × 2 რიგის მატრიცას, რომლის ყველა ელემენტი ნულის

ტოლია, ნულოვანი მატრიცა ეწოდება.
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ნულოვანი მატრიცის მაგალითებია 0 0
0 0
0 0

 ,
(

0 0
0 0

)
, (0) .

ნულოვანი მატრიცები O სიმბოლოთი აღინიშნება.

7.4 მატრიცის რიცხვზე გამრავლება
კვლავ დავუბრუნდეთ ჩვენს მაგალითს ორი მომხმარებლისა და სამი პროდუქტის შე-
სახებ. ვთქვათ, C1 მომხმარებელი ყიდულობს 7 ერთეულ G1 პროდუქტს ყოველთვიუ-
რად. მაშინ ის წლის განმავლობაში შეიძენს 12×7 = 84 G1 პროდუქტს. ანალოგიურად,
თუ ამ პროცესს განვავრცობთ დანარჩენ მომხმარებელსა და პროდუქტებზე, მივიღებთ
მომხმარებლების მიერ წლიური შესყიდვების დინამიკის ამსახველ მატრიცას.

B =

(
12× 7 12× 3 12× 4
12× 1 12× 5 12× 6

)
=

(
84 36 48
12 60 72

)
ამრიგად,B მატრიცა მიიღებაA მატრიცის ყოველი ელემენტის 12-ზე გამრავლებით,

რაც ჩაიწერება შემდეგნაირად
B = 12A

საზოგადოდ, იმისათვის რომ A მატრიცა გავამრავლოთ k რიცხვზე, საჭიროა მისი
ყოველი ელემენტი გავამრავლოთ ამ k რიცხვზე.

მაგალითი 7.4 მოცემულია მატრიცა

A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9


იპოვეთ 1) 2A, 2) −A , 3) 0A

ამოხსნა.
1.

2A =

 2 4 6
8 10 12
14 16 18

 ;

2.

−A =

 −1 −2 −3
−4 −5 −6
−7 −8 −9

 ;

3.

0 · A =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .
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7.5 მატრიცების ნამრავლი
პირველ რიგში განვიხილოთ, თუ როგორ უნდა გავამრავლოთ სტრიქონ-მატრიცა სვეტ-
მატრიცაზე. ამის საილუსტრაციოდ, დავუშვათ, რომ სამი სხვადასხვა სახის G1, G2, G3
პროდუქტის ერთეული ღირს შესაბამისად 50,30 და 20 ლარი. შემოვიღოთ სტრიქონ-
მატრიცა

P =
(

50 30 20
)

თუ ფირმამ გაყიდა თითოეული პროდუქტის 100, 200, 175 ერთეული შესაბამისად,
მაშინ ეს ინფორმაცია შეგვიძლია ჩავწეროთ სვეტ-მატრიცის სახით

Q =

 100
200
175


G1 პროდუქტის რეალიზაციით მიღებული მთლიანი შემოსავალის დასათვლელად

ერთეული პროდუქტის ფასი 50 ლარი უნდა გავამრავლოთ გაყიდული პროდუქტის
რაოდენობაზე- 100-ზე: მივიღებთ 50×100 = 5000ლ. ანალოგიურად,G2 დაG3 პროდუქ-
ტების რეალიზაციით მიღებული თანხა ტოლი იქნება : 30× 200 = 6000ლ და 20× 175 =
3500. მაშასადამე, ფირმის მთლიანი შემოსავალი ლარებში ტოლი იქნება

TR = 5000 + 6000 + 3500 = 14500

TR-ის ეს მნიშვნელობა შეიძლება განვიხილოთ როგორც 1 × 1 რიგის მატრიცა,
ანუ (14500). ფაქტიურად, ეს მატრიცა მიღებულია ფასის P სტრიქონ-მატრიცისა და
რაოდენობის Q სვეტ-მატრიცის ერთმანეთზე გადამრავლების შედეგად.

(
50 30 20

)
×

 100
200
175

 = (14500)

14 500 მიიღება P და Q მატრიცების შესაბამისი ელემენტების ერთმანეთზე გადამრავ-
ლებით და შეკრებით.

საზოგადოდ, თუ A არის სტრიქონ-მატრიცა(
a11 a12 ... a1s

)
და B არის სვეტ-მატრიცა 

b11

b21

...
bs1


მაშინ მათი გამრავლების შედეგად მიღებული 1× 1 რიგის მატრიცა გამოითვლება შემ-
დეგნაირად

A×B = (a11b11 + a12b21 + a13b31 + ...+ a1sbs1) (7.4)

ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ სტრიქონ-მატრიცის სვეტ-მატრიცაზე გამრავლება შესაძ-
ლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა მათში ელემენტების ერთნაირი რაოდენობაა, ანუ,
სტრიქონ-მატრიცაში სვეტების რაოდენობა ემთხვევა სვეტ-მატრიცის სტრიქონების რა-
ოდენობას.
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მაგალითი 7.5 მოცემულია მატრიცები

A =
(

1 2 3 4
)
, B =


2
5
−1
0


იპოვეთ AB.

ამოხსნა. (7.4) ფორმულიდან მივიღებთ:

AB =
(

1 2 3 4
)
×


2
5
−1
0

 = (1 · 2 + 2 · 5 + 3(−1) + 4 · 0) = (9).

ზოგადად მატრიცების ნამრავლი განიმარტება შემდეგნაირად: თუ A არის m× s
რიგის მატრიცა, ხოლო B არის s×n რიგის მატრიცა, მაშინ C = AB მატრიცა
იქნება m×n რიგის და მისი ყოველი cij ელემენტი მიიღება A მატრიცის i-ური
სტრიქონის B მატრიცის j-ურ სვეტზე გამრავლების შედეგად.

მაგალითი 7.6 გადავამრავლოთ A =

(
3 1
−2 −4

)
და B =

(
2 −3
0 4

)
მატრიცე-

ბი. მატრიცთა ნამრავლის განმარტების ძალით მივიღებთ

A ·B =

(
c11=3 · 2 + 1 · 0 c12=3 · (−3) + 1 · 4

c21=−2 · 2 + (−4) · 0 c22=−2 · (−3) + (−4) · 4

)
=

(
6 −5
−4 −10

)
.

შევნიშნოთ, რომ გამრავლების ოპერაცია მატრიცთა სიმრავლეში არაკომუტაცი-
ურია, ე.ი. საზოგადოდ AB 6= BA.

7.6 დეტერმინანტები
ყოველ n-ური რიგის კვადრატულ A მატრიცას გარკვეული წესით შეესაბამება ერთა-
დერთი ნამდვილი რიცხვი, რომელსაც ამ მატრიცის დეტერმინანტი ეწოდება და აღი-
ნიშნება |A| ან detA სიმბოლოებით.

თუ n = 1, მაშინ A = (aij)1×1 მატრიცა შედგება ერთი a11 ელემენტისაგან და მისი
შესაბამისი პირველი რიგის დეტერმინანტი თვით ამ რიცხვს ეწოდება

|A| = a11
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თუ n = 2, მაშინ A = (aij)2×2 მატრიცის შესაბამისი დეტერმინანტი გამოითვლება
შემდეგნაირად

|A| =
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

მაგალითი 7.7 გამოვთვალოთ დეტერმინანტები:∣∣∣∣ −2 1
3 5

∣∣∣∣ = −2 · 5− 1 · 3 = −13

∣∣∣∣ a 5
−b 7

∣∣∣∣ = a · 7− 5 · (−b) = 7a+ 5b

თუ n = 3, მაშინ A = (aij)3×3 მატრიცის შესაბამისი დეტერმინანტის გამოთვლის
ერთ-ერთი წესი მდგომარეობს შემდეგში: მივუწეროთ დეტერმინანტს მეოთხე და მე-
ხუთე სტრიქონად თავისივე პირველი და მეორე სტრიქონი. გავამრავლოთ მთავარი
დიაგონალის ელემენტები, მივუმატოთ ამ ნამრავლს დიაგონალის ქვემოთ მის ორ პა-
რალელურ ხაზზე მდებარე სამ-სამი ელემენტის ნამრავლთა ჯამი და შემდეგ იგივე სა-
ხის ქმედება განვახორციელოთ არამთავარი დიაგონალის მიმართაც იმ განსხვავებით,
რომ ამ შემთხვევაში სამივე შესაკრებს ვიღებთ უარყოფითი ნიშნით. საბოლოოდ, ასე
მიღებული ექვსივე შესაკრების ჯამი წარმოადგენს მესამე რიგის მატრიცის შესაბამის
დეტერმინანტს.

დეტერმინანტის გამოთვლის ეს წესი ცნობილია სარუსის წესის სახელწოდებით.

მაგალითი 7.8 გამოვთვალოთ დეტერმინანტი∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−2 3 4
−1 5 0

∣∣∣∣∣∣
მივუწეროთ დეტერმინანტს ქვემოდან მისი პირველი და მეორე სტრიქონი და

გამოვთვალოთ ექვსი შესაკრები

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−2 3 4
−1 5 0
1 2 1
−2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 3 · 0 + (−2) · 5 · 1

+(−1) · 2 · 4− 1 · 3 · (−1)

−4 · 5 · 1− 0 · 2 · (−2)

= −35
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7.7 წრფივ განტოლებათა სისტემები. კრამერის ფორმუ-
ლები

განვიხილოთ ორუცნობიანი წრფივ განტოლებათა სისტემა{
a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2
(7.5)

აქ x1 და x2 უცნობებია, aij მოცემული რიცხვებია და მათ კოეფიციენტები ეწოდებათ,
ხოლო მოცემულ b1 და b2 რიცხვებს თავისუფალი წევრები ეწოდებათ. (7.5) სისტემის
ამოსახსნელად სისტემის კოეფიციენტებისგან ავაგოთ მეორე რიგის დეტერმინანტი

∆ =

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
∆ დეტერმინანტს სისტემის მთავარი დეტერმინანტი ეწოდება. თუ ∆ 6= 0, მაშინ (7.5)
სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი, რომელიც გამოითვლება შემდეგი ფორმულე-
ბით:

x1 = ∆1

∆
, x2 = ∆2

∆
(7.6)

ამ ფორმულებში ∆ წარმოადგენს სისტემის მთავარ დეტერმინანტს, ხოლო ∆1 წარ-
მოადგენს დეტერმინანტს, რომელიც მიიღება ∆ დეტერმინანტისაგან მასში პირველი
სვეტის ამოშლით და მის ნაცვლად სისტემის თავისუფალი b1, b2 წევრების ჩასმით. ანა-
ლოგიურად, ∆2 დეტერმინანტი მიიღება ∆-სგან მასში მეორე სვეტის შეცვლით b1, b2

თავისუფალი წევრებით.

∆1 =

∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣ .
(7.6) ფორმულებს კრამერის ფორმულები ეწოდება.

მაგალითი 7.9 კრამერის ფორმულების გამოყენებით ამოხსენით შემდეგი სისტემა{
2x1 + 4x2 = 16
3x1 − 5x2 = −9

(7.7)

ამოხსნა. პირველად ვიპოვოთ სისტემის მთავარი დეტერმინანტი

∆ =

∣∣∣∣ 2 4
3 −5

∣∣∣∣ = 2 · (−5)− 4 · (3) = −22

ვინაიდან ∆ 6= 0, ამიტომ სისტემა ამოხსნადია. ვიპოვოთ ∆1 და ∆2.

∆1 =

∣∣∣∣ 16 4
−9 −5

∣∣∣∣ = −80 + 36 = −44

∆2 =

∣∣∣∣ 2 16
3 −9

∣∣∣∣ = −18− 48 = −66

(7.6) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ (7.7) სისტემის ამონახსნებს:

x1 =
∆1

∆
=
−44

−22
= 2, x2 =

∆2

∆
=
−66

−22
= 3.
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კრამერის (7.6) ფორმულები ანალოგიურად გამოიყენება სამუცნობიანი სისტემის
შემთხვევაშიც.

მაგალითი 7.10 ამოხსენით სისტემა კრამერის ფორმულებით
4x1 + x2 + 3x3 = 8
−2x1 + 5x2 + x3 = 4
3x1 + 2x2 + 4x3 = 9

(7.8)

ამოხსნა. გამოვთვალოთ სისტემის მთავარი დეტერმინანტი

∆ =

∣∣∣∣∣∣
4 1 3
−2 5 1
3 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 26

ვინაიდან ∆ 6= 0, ამიტომ სისტემა ამოხსნადია. ვიპოვოთ ∆1, ∆2 და ∆3.

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
8 1 3
4 5 1
9 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 26

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
4 8 3
−2 4 1
3 9 4

∣∣∣∣∣∣ = 26

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
4 1 8
−2 5 4
3 2 9

∣∣∣∣∣∣ = 26

ამრიგად, (7.8) სისტემის ამონახსნებია

x1 =
∆1

∆
=

26

26
= 1, x2 =

∆2

∆
=

26

26
= 1, x3 =

∆3

∆
=

26

26
= 1

7.8 სავარჯიშოები:
1. მოცემულია A მატრიცა

A =

 −1 0 4 7
5 6 −8 9
12 −9 0 17


ამოწერეთ A მატრიცის შემდეგი ელემენტები: a12; a24; a14; a32; a24; a34.
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2. ჩაწერეთ B = (bij)3×2 მატრიცა, რომლის ზოგადი ელემენტია:

1)bij = 5 2)bij = i 3)bij = i · j
4)bij = min(i, j) 5)bij = i

j

3. მოცემულია მატრიცები

A =

(
0 −1 3
4 5 −9

)
, B =

(
7 3 −4
0 12 −1

)
, C =

 1 −8
2 2
4 0



იპოვეთ:

1)A+B 2)A− 3B 3)AT + C 4)2BT + 3C 5)A− 4CT

4. იპოვეთ a, b და c, თუ

1)

(
5 2
3 a

)
=

(
b− 2 6c

3 7

)
; 2)

 a 9
−3 2
6 12

 =

 4 + b 9
b 2
6 c+ b



5. იპოვეთ C = −3AT +B მატრიცის უდიდესი და უმცირესი ელემენტების სხვაობის

მოდული, თუ A =

 3 0
−1 2
3 −2

, B =

(
−2 3 7
0 7 3

)
.

6. იპოვეთ მატრიცათა ნამრავლი:

1)

(
2 1
−1 0

)
·
(
−3 4
1 2

)
; 2)

(
1 −2

)
·
(

0 5
−6 2

)
;

3)
(

1 2 3
)
·

 −1
−2
−3

 ; 4)

 2
−3
0

 · ( 5 0 −4
)
.

7. AდაB მატრიცებისთვის შეამოწმეთ (A ·B)T = BT ·AT ტოლობის მართებულობა:

A =

(
1 −1 0
2 0 1

)
, B =

 1 5
−2 2
0 1


8. A და B მატრიცებისთვის განსაზღვრულია როგორც AB, ასევე BA ნამრავლი. თუ

A არის 3× 5 რიგის მატრიცა, მაშინ რა უნდა იყოს B მატრიცის განზომილება?
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9. A, B და C მატრიცებისთვის შეამოწმეთ A(B + C) = AB +AC ტოლობის სამარ-
თლიანობა, თუ

A =

(
0 1
−5 3

)
, B =

(
−1 2 1
3 0 5

)
, C =

(
3 4 5
1 0 3

)
10. საპრეზიდენტო არჩევნებში მონაწილეობს სამი კანდიდატი. წინასაარჩევნო კომ-

პანიისთვის თითოეული კანდიდატი იყენებს პლაკატებს, სარეკლამო რგოლებსა
და საინფორმაციო ბუკლეტებს. პირველი კანდიდატი უკვეთავს 10 000 პლაკატს,
2 სთ. სარეკლამო ეთერს, 20 000 ბუკლეტს; მეორე კანდიდატი- 12 000 პლაკატს,
1,5 სთ სარეკლამო ეთერს, 24 000 ბუკლეტს, ხოლო მესამე-16 000 პლაკატს, 1,5
სთ ეთერს და 15 000 ბუკლეტს. 1 ცალი პლაკატის ღირებულებაა 3 ლარი, 1 წთ
სარეკლამო ეთერის- 100 ლარი, ხოლო 1 ცალი ბუკლეტის 1,5 ლარი. რა თანხაა
საჭირო თითოეული კანდიდატის კამპანიის ჩასატარებლად? (ამოცანის ამოსახ-
სნელად გამოიყენეთ მატრიცული სიმბოლიკა)

11. ორმა ტურისტმა მაღაზიაში შეიძინა სამი დასახელების პროდუქტი: შაქარი, ყვე-
ლი და კარაქი. პირველმა შეიძინა 1 კგ. შაქარი, 2კგ. ყველი და 1 კგ. კარაქი.
მეორემ კი- 2კგ. შაქარი, 3 კგ. ყველი და 2კგ. კარაქი. განსაზღვრეთ თითოეული
ტურისტის დანაზარჯი , თუ 1კგ. შაქარი ღირს 1 ლარი, 1 კგ. ყველი- 3 ლარი,
ხოლო 1 კგ. კარაქი- 5 ლარი. (ამოცანის ამოსახსნელად გამოიყენეთ მატრიცული
სიმბოლიკა).

12. გამოთვალეთ დეტერმინანტი:

1)

∣∣∣∣ 2 3
−4 5

∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣ sinx cosx
− cosx sinx

∣∣∣∣ ; 3)

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ ;
4)

∣∣∣∣∣∣
−2 1 3
0 4 2
−1 5 1

∣∣∣∣∣∣ ;5)

∣∣∣∣∣∣
7 0 0
0 −2 0
0 0 3

∣∣∣∣∣∣ ;6)

∣∣∣∣∣∣
3 −1 2
0 2 −4
0 0 6

∣∣∣∣∣∣ .
13. ამოხსენით განტოლება:

1)

∣∣∣∣ x+ 6 4
x 7

∣∣∣∣ = 0; 2)

∣∣∣∣ x− 1 4
2 x+ 1

∣∣∣∣ = 7

14. იპოვეთ |x1 · x2|, თუ x1 და x2 არის შემდეგი განტოლების ფესვები:∣∣∣∣∣∣
2x −1 2x
4 1 1
0 −2 x

∣∣∣∣∣∣ = 10

15. კრამერის წესის გამოყენებით ამოხსენით შემდეგი სისტემები:

1)

{
2x1 + x2 = 5
3x1 − 2x2 = 4

2)

{
3x1 − 7x2 = −11
2x1 + 5x2 = 12

3)


x1 + x2 − x3 = −1
2x1 − x2 + x3 = 2
x1 + x2 + x3 = 3

4)


x1 + x2 + x3 = 3
4x1 + 3x3 = 15
5x2 − x3 = 3
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16. იპოვეთ x1 − x3, თუ


x1 + 2x2 − x3 = −4

2x2 + 3x3 = 4
x1 − 2x2 − x3 = 0

.

17. სამსაქონლიანი ბაზრის მოთხოვნის ფუნქციებია შესაბამისად

Q1 = 8− P1 + P2 − P3;

Q2 = 10 + P1 − P2 − P3;

Q3 = 6 + P1 + P2 − 3P3.

მიწოდების ფუნქციები კი -

Q1 = −3 + P1;

Q2 = −7 + P2;

Q3 = −2 + P3.

სადაც P1, P2, P3 შესაბამისი პროდუქტების ერთეულის ფასებია. იპოვეთ წონას-
წორობის ფასები და წონასწორობის სიდიდეები სამივე სახის საქონლისათვის.
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ლექცია 8

ფუნქციის წარმოებული

ამ ლექციაში განვიხილავთ წირის მხები წრფისა და წირის დახრის ცნებებს. შემოვი-
ღებთ ფუნქციის წარმოებულის ცნებას, რომელიც მნიშვნელოვან როლს თამაშობს მა-
თემატიკასა და მის გამოყენებებში.

8.1 წირის მხები. წირის დახრა
როგორც ვიცით, წრფის ნებისმიერ ორ მოცემულ წერტილს შორის გადაადგილებისას
მათი ორდინატთა ცვლილების ∆Y = y1 − y2 შეფარდებას აბსცისთა ცვლილებასთან
∆X = x1 − x2 წრფის დახრა, ანუ გრადიენტი ეწოდება (იგულისხმება, რომ წრფე არ
არის ვერტიკალური). თუ წრფის დახრას m ასოთი აღვნიშნავთ, მაშინ

m =
∆Y

∆X

მაგალითი 8.1 იპოვეთ A და B წერტილებზე გამავალი წრფის დახრა
1)A(1, 2), B(3, 4)
2)A(1, 2), C(4, 1)
3)A(1, 2), D(5, 2)

ამოხსნა: 1) როგორც სურ. 8.1 -დან ჩანს, როცა A წერტილიდან ვმოძრაობთ B წერ-
ტილისკენ, y კოორდინატი იცვლება 2-დან 4-მდე, ანუ იზრდება 2 ერთეულით; ხოლო
x კოორდინატი იცვლება 1-დან 3-მდე, ე.ი ისიც იზრდება 2 ერთეულით. მაშინ წრფის
დახრა

m =
∆Y

∆X
=

4− 2

3− 1
=

2

2
= 1

2) A წერტილიდან C წერტილისკენ მოძრაობისას (სურ. 8.2), y კოორდინატი იც-
ვლება 2-დან 1-მდე. ანუ მცირდება 1 ერთეულით, ხოლო x კოორდინატი იცვლება 1-დან
4-მდე, ე.ი. იზრდება 3 ერთეულით. მაშასადამე, დახრა

m =
∆Y

∆X
=

1− 2

4− 1
=
−1

3
=
−1

3
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სურ 8.1

3) A წერტილიდან D წერტილისკენ მოძრაობისას (სურ. 8.3) y კოორდინატი უც-
ვლელად 2-ის ტოლია, ხოლო x კოორდინატი იცვლება 1-დან 5-მდე, ანუ იზრდება 4
ერთეულით. მაშასადამე, დახრა

m =
∆Y

∆X
=

2− 2

5− 1
=

0

4
= 0

განხილული მაგალითიდან ჩანს, რომ ზრდადი წრფეების დახრა დადებითი სიდი-
დეა, კლებადი წრფეების-უარყოფითი, ხოლო ჰორიზონტალური წრფეების დახრა
ნულის ტოლია.

სამწუხაროდ, ეკონომიკაში გამოყენებული ფუნქციებიდან ყველა არ არის წრფივი.
ამიტომ აუცილებელია დახრის ცნების გაფართოება უფრო ზოგადი წირებისთვის. ამი-
სათვის დაგვჭირდება წირის მხების განმარტების შემოღება.

რაიმე წირზე მოვნიშნოთ P და Q წერტილები. წრფეს, რომელიც გადის P და Q
წერტილებზე, ვუწოდოთ მოცემული წირის მკვეთი წრფე. როცა Q წერტილი მოძრაობს
წირის გასწვრივ P წერტილისკენ ნებისმიერი მხრიდან, მაშინ მკვეთი წრფე იცვლის
თავის მდებარეობას და უახლოვდება გარკვეულ ფიქსირებულ t წრფეს (სურ 8.4). ეს t
წრფე, როგორც ზღვრული მდებარეობა მკვეთი წრფისა, არის მოცემული წირის მხები
წრფე P წერტილში.

აქვე შევნიშნოთ, რომ ქვემოთ ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ ისეთ ფუნქციებს, რო-
მელთა შესაბამისი გრაფიკების ნებისმიერ წერტილზე შესაძლებელი იქნება მხები
წრფის გავლება.
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სურ 8.2

წირის დახრა x = a წერტილში განიმარტება, როგორც ამ წერტილზე გავლებული
მხები წრფის დახრა(სურ. 8.5).

სურ. 8.6 ზე გამოსახულია წირი, რომლის რამდენიმე წერტილშე გავლებულია მხე-
ბი წრფე. ყურადსაღებია ის ფაქტი, რომ როცა წერტილები გადაადგილდებიან წირზე
მარცხნიდან მარჯვნივ, მათზე გავლებული მხებების დახრები იზრდება.

ეს გარემოება ხაზს უსვამს მნიშვნელოვან განსხვავებას წრფის დახრასა და წირის
დახრას შორის. წრფის შემთხვევაში დახრა უცვლელია და არ არის დამოკიდებული,
თუ წრფის რომელ ორ წერტილს შევარჩევთ მის გამოსათვლელად. სურ. 8.7 -ზე გამოსა-
ხული წრფისთვის ყველა ∆y

∆x
სახის შეფარდების მნიშვნელობა 1

2
-ის ტოლია. თუმცაღა,

როგორც ზემოთ ვნახეთ, წირის დახრა იცვლება მასზე მოძრაობისას.

8.2 ფუნქციის წარმოებული
x = a წერტილში f ფუნქციის გრაფიკის დახრის (გრადიენტის) ჩასაწერად მათემატი-
კაში გამოიყენება აღნიშვნა

f ′(a).

ამ ჩანაწერში f გამოსახავს განსახილველ ფუნქციას, a აღნიშნავს იმ წერტილს,
რომელშიც ვეძებთ გრადიენტს, ხოლო სიმბოლო შტრიხი ′ გამოიყენება იმისათვის,
რომ განვასხვავოთ გრადიენტი ფუნქციის მნიშვნელობისგან. f(a) გამოსახავს წირის
სიმაღლეს OX ღერძიდან x = a წერტილში, მაშინ როცა f ′(a) აღნიშნავს ამ წერტილში
წირის გრადიენტის მნიშვნელობას.
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სურ 8.3

ფუნქციის გრაფიკის დახრას ეწოდება ფუნქციის წარმოებული.

აღსანიშნავია, რომ, თუ რაიმე x წერტილებში ფუნქციის წარმოებული არსებობს,
მაშინ ასეთი x-ების ყოველ მნიშვნელობას ცალსახად შეესაბამება წარმოებული f ′(x).
სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, "x წერტილში f ფუნქციის გრაფიკის დახრის პოვნის"ოპერაცია
განსაზღვრავს დახრის ფუნქციას, რომელსაც წარმოებული ფუნქცია ეწოდება.

წარმოებული ფუნქციის აღსანიშნავად ასევე გამოიყენება სიმბოლო

dy

dx

(იკითხება: დე იგრეკი დე იქსით, და არა- დე იგრეკი შეფარდებული დე იქსთან).

მაგალითი 8.2 გამოვთვალოთ f(x) = x2 ფუნქციის მნიშვნელობები x =
−2;−1, 5;−1;−0, 5; 0; 0, 5; 1; 1, 5; 2 წერტილებში და ავაგოთ გრაფიკი. ამავე გრაფი-
კის x = −1, 5;−0, 5; 0; 0, 5; 1, 5 შესაბამის წერტილებზე გავავლოთ მხები წრფეები.

მაშასადამე, შევაფასოთ f ′(−1, 5), f ′(−0, 5), f ′(0), f ′(0, 5), f ′(1, 5) მნიშვნელობე-
ბი.

ამოხსნა. კალკულატორის გამოყენებით f(x) = x2 ფუნქციისთვის შევადგინოთ
შემდეგი ცხრილი
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სურ 8.4

x −2 −1, 5 −1 −0, 5 0 0, 5 1 1, 5 2
f (x) 4 2, 25 1 0, 25 0 0, 25 1 2, 25 4

ამ მონაცემებით შეგვიძლია ავაგოთ შესაბამისი გრაფიკი(სურ. 8.8)
გრაფიკიდან ჩანს, რომ მხები წრფეების დახრები არის :

f ′(−1, 5) = −1,5
0,5

= −3

f ′(−0, 5) = −0,5
0,5

= −1

f ′(0) = 0
f ′(0, 5) = 0,5

0,5
= 1

f ′(1, 5) = 1,5
0,5

= 3

როგორც ვხედავთ, Y ღერძის მიმართ სიმეტრიულ წერტილებზე გავლებული გრა-
ფიკის მხებების დახრები მხოლოდ ნიშნით განსხვავდებიან ერთმანეთისგან. ეს იმიტომ
ხდება, რომ წირი მიემართება ქვემოთ Y ღერძის მარცხნივ და მიემართება ზემოთ Y
ღერძის მარჯვნივ.

განხილული მაგალითიდან ნათლად ჩანს, თუ რამდენად ძნელია გრაფიკულად f ′(a)-
ს პოვნა. მართლაც, შეუძლებელია დაიხატოს იდეალურად გლუვი წირი და მასზე ზუს-
ტად მოინიშნოს მხებების გავლების წერტილები. სირთულეს წარმოადგენს ასევე გრა-
დიენტის გამოსათვლელად "ჰორიზონტალური და ვერტიკალური მანძილების- გაზომ-
ვა. ამ ყველაფერმა შეიძლება მოგვცეს დიდი ცდომილება f ′(a)-ს ზუსტ მნიშვნელობას-
თან მიმართებაში. საბედნიეროდ, არსებობს მარტივი ფორმულა, რომელიც საშუალე-
ბას გვაძლევს გამოვთვალოთ f ′(a), როცა f არის ხარისხოვანი ფუნქცია. მტკიცდება,
რომ თუ f(x) = xn, მაშინ f ′(x) = nxn−1. ან კიდევ, თუ y = xn, მაშინ dy

dx
= nxn−1.

ფუნქციის წარმოებულის პოვნის პროცესს ფუნქციის დიფერენცირება ეწოდება. ამ-
რიგად, xn-ის დიფერენცირებისთვის საჭიროა ხარისხის მაჩვენებელი გადმოვიტანოთ
წინ მამრავლად და ხარისხი შევამციროთ ერთით. f(x) = x2 ფუნქციის წარმოებული
ტოლია f ′(x) = 2x2−1 = 2x1 = 2x.
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სურ 8.5

ამ ფაქტის გამოყენებით მარტივად ვნახავთ, რომ f(x) = x2 ფუნქციისთვის

f ′(−1, 5) = 2× (−1, 5) = −3
f ′(−0, 5) = 2× (−0, 5) = −1

f ′(0) = 2× (0) = 0
f ′(0, 5) = 2× (0, 5) = 1
f ′(1, 5) = 2× (1, 5) = 3,

რაც ზუსტად ემთხვევა მაგალითი 8.2-ში გრაფიკული ხერხით მიღებულ შედეგებს.

მაგალითი 8.3 გააწარმოეთ

1)y = x4 2)y = x10 3)y = x 4)y = 1 5)y = 1
x4

6)y =
√
x

ამოხსნა: ხარისხოვანი ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად გვექნება:
1) dy

dx
= 4x4−1 = 4x3.

2) dy
dx

= 10x10−1 = 10x9

3) გამოვიყენოთ გაწარმოების ფორმულა იმ შემთხვევისთვის, როცა n = 1. რადგა-
ნაც x1 = x, ამიტომ მივიღებთ:

dy
dx

= 1x1−1 = 1x0 = 1, ვინაიდან x0 = 1.
4) 1-ის წარმოებული არის ნული, ამ ფაქტის სამართლიანობა ცხადი ხდება y =

1 ფუნქციის გრაფიკის განხილვისას. ვინაიდან ეს გრაფიკი (სურ. 8.9) წარმოადგენს
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სურ 8.6

ჰორიზონტალურ წრფეს (x ღერძის პარალელურს), ამიტომ მისი გრადიენტი მუდმივად
ნულის ტოლია.

5) ვინაიდან y = 1
x4

= x−4, ამიტომ მივიღებთ
dy
dx

= −4x−5 = − 4
x5

.
6) შევნიშნოთ, რომ y =

√
x = x

1
2 , ამიტომაც

dy
dx

= 1
2
x

1
2
−1 = 1

2
x−

1
2 = 1

2x
1
2

= 1
2
√
x
.

8.3 სავარჯიშოები
1. იპოვეთ იმ წრფის დახრა, რომელიც გადის შემდეგ წერტილებზე:

ა) (2;5) და (4;9), ბ) (3;-1) და (7;-5), გ) (7;19) და (4;19).

2. აჩვენეთ, რომ (0;2) და (3;0) წერტილები ეკუთვნიან 2x + 3y = 6 წრფეს. იპო-
ვეთ ამ წრფის დახრა. ასევე დაადგინეთ, მოცემული წრფე ზრდადია, კლებადი თუ
ჰორიზონტალური?

3. აჩვენეთ, რომ (0;b) და (1;a+b) წერტილები ეკუთვნიან y = ax+b წრფეს. აჩვენეთ,
რომ ამ წრფის აქვს a-ს ტოლი დახრა.

4. დახაზეთ f(x) = 5 ფუნქციის გრაფიკი და ახსენით, რატომ არის სამართლიანი
ტოლობა f ′(x) = 0.

5. გამოთვალეთ f(x) = x7 ფუნქციის გრაფიკის დახრა x = 2 წერტილში.
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სურ 8.7

6. გააწარმოეთ
1)y = x8 2)y = x50 3)y = x17 4)y = x777

7. გააწარმოეთ შემდეგი ფუნქციები და პასუხები ჩაწერეთ რადიკალების გამოყენე-
ბით

1)f(x) = 3
√
x 2)f(x) = 1

4√x 3)f(x) = x
√
x

8. იპოვეთ იმ წერტილ(ებ)ის კოორდინატები, რომელშიც წირს გააჩნია მოცემული
გრადიენტი
1)y = x5, გრადიენტი=405 2)y = 1

x2
, გრადიენტი=16
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The corresponding graph of the square function is sketched in Figure 4.7. From the graph we see that the
slopes of the tangents are

f ′(−1.5) = = −3

f ′(−0.5) = = −1

f ′(0) = 0

f ′(0.5) = = 1

f ′(1.5) = = 3

The value of f ′(0) is zero because the tangent is horizontal at x = 0. Notice that

f ′(−1.5) = −f ′(1.5) and f ′(−0.5) = − f ′(0.5)

This is to be expected because the graph is symmetric about the y axis. The slopes of the tangents to the left
of the y axis have the same size as those of the corresponding tangents to the right. However, they have
opposite signs since the curve slopes downhill on one side and uphill on the other.

1.5
0.5

0.5
0.5

−1.5
0.5

−1.5
0.5

Differentiation244

Figure 4.7

ჰორიზონტალური
მხები სათავეში

სურ 8.8
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სურ 8.9
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ლექცია 9

გაწარმოების წესები. ძირითადი
ელემენტარული ფუნქციების
წარმოებულები

ამ ლექციაში შევისწავლით ფუნქციათა ჯამის, ნამრავლისა და ფარდობის გაწარმოე-
ბის წესებს. განვიხილავთ რთული ფუნქციის (ფუნქციათა კომპოზიციის) წარმოებულის
პოვნის მეთოდს. ასევე მოვიყვანთ ძირითად ელემენტარულ ფუნქციათა წარმოებულე-
ბის ცხრილს.

9.1 გაწარმოების წესები

წესი 1. თუ h(x) = cf(x), მაშინ h′(x) = cf ′(x), სადაც c ნებისმიერი მუდმივია.

მაგალითი 9.1 გააწარმოეთ:
1)y = 2x4 2)y = 11x
ამოხსნა:
1) 2x4-ის გასაწარმოებლად ჯერ გავაწარმოოთ x4, რაც უდრის 4x3-ს და მიღებუ-

ლი შედეგი გავამრავლოთ 2-ზე. მაშასადამე, dy
dx

= 2(4x3) = 8x3.
2) 11x-ის გასაწარმოებლად ჯერ გავაწარმოოთ x: x′ = 1 და მიღებული შედეგი

გავამრავლოთ 11-ზე. საბოლოოდ გვექნება: dy
dx

= 10 · (1) = 10.

მუდმივის წარმოებული ნულის ტოლია. მართლაც, ვინაიდან მუდმივი y = c ფუნ-
ქციის გრაფიკი წარმოადგენს ჰორიზონტალურ წრფეს, ამიტომ მისი დახრა ნუ-
ლის ტოლია.

წესი 2. ჯამის და სხვაობის წარმოებულის გამოთვლა.
თუ h(x) = f(x) + g(x), მაშინ h′(x) = f ′(x) + g′(x).
ხოლო, თუ h(x) = f(x)− g(x), მაშინ h′(x) = f ′(x)− g′(x).
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მაგალითი 9.2 გააწარმოეთ
1)y = x3 + x40 2)y = x4 + 5 3)y = x5 − x2 4)y = x6 − 4
ამოხსნა.
1) გავაწარმოოთ x3 და x40 ცალ-ცალკე და მიღებული შედეგები შევკრიბოთ.

გვექნება:
dy
dx

= 3x2 + 40x39.
2) აქაც გავაწარმოოთ x4 და 5 ცალ-ცალკე. ვინაიდან 5-ის, როგორც მუდმივის,

წარმოებული ნულის ტოლია, საბოლოოდ მივიღებთ: dy
dx

= 4x3 + 0 = 4x3.
3) ანალოგირად, გავაწარმოოთ x5 და x2 ცალ-ცალკე და მიღებული შედეგები

გამოვაკლოთ ერთმანეთს. მივიღებთ: dy
dx

= 5x4 − 2x.
4) აქაც, გავაწარმოოთ ცალ-ცალკე და წარმოებულები გამოვაკლოთ ერთმა-

ნეთს: dy
dx

= 6x5 − 0 = 6x5.
წინა ორი წესის კომბინირებული გამოყენებით შეიძლება უფრო "მსუ-

ყე"ფუნქციების გაწარმოება. ასე მაგალითად, გავაწარმოოთ ფუნქცია

y = x3 + 6x2 − 3x+ 15

მივიღებთ: dy
dx

= 3x2 + 12x− 3.

ზემოთ განხილული გაწარმოების წესები, სამწუხაროდ, არ იძლევა ყველა ტიპის
ფუნქციის გაწარმოების საშუალებას. ასე მაგალითად, განვიხილოთ ფუნქცია y = (2x+
3)10. ამ გამოსახულების განსაკუთრებულობა იმაში მდგომარეობს, რომ ის წარმოად-
გენს ე.წ. "ფუნქციის ფუნქციას". ამ ცნების გასააზრებლად, მოდით მოვიფიქროთ, თუ
როგორ გამოვთვლიდით უშუალოდ (2x + 3)10 გამოსახულების მნიშვნელობას. ბუნებ-
რივია, რომ თავდაპირველად გამოვთვალოთ შუალედური რიცხვი, ვთქვათ u = 2x + 3
და შემდეგ ავიყვანოთ ის მე-10 ხარისხში, რათა მივიღოთ რიცხვი y = u10. ანუ, თავ-
დაპირველად x ცვლადზე მოდებულია შიდა ფუნქცია, რომელიც x-ს ამრავლებს 2-ზე
და უმატებს 3-ს, ხოლო შემდეგ ამ შუალედურ u შედეგზე მოდებულია "მე-10 ხარისხში
აყვანის"გარე ფუნქცია. ასეთი თანმიმდევრობით ვღებულობთ საბოლოო y რიცხვს.

ასეთი გზით მიღებულ ფუნქციას (ანუ, ფუნქციის ფუნქციას) რთული ფუნქცია (ან
ფუნქციათა კომპოზიცია) ეწოდება.

წესი 3. რთული ფუნქციის გაწარმოების წესი
თუ y არის u-ს ფუნქცია, ხოლო uთავის მხრივ წარმოადგენს x-ის ფუნქციას, მაშინ

dy

dx
=
dy

du
× du

dx
(9.1)

დავუბრუნდეთ ჩვენს y = (2x+3)10 ფუნქციას, რომლისთვისაც y = u10 და u = 2x+3.
მაშინ

dy
du

= 10u9 = 10(2x+ 3)9,
du
dx

= 2.

საბოლოოდ, (9.1)-ის გამოყენებით მივიღებთ:

dy

dx
=
dy

du
× du

dx
= 10(2x+ 3)9 · 2 = 20(2x+ 3)9.
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პრაქტიკაში, წარმოებულების გამოთვლისას, არაა აუცილებელი ყოველთვის შუა-
ლედური u ფუნქციის შემოღება. უბრალოდ, ჯერ უნდა გავაწარმოოთ გარე ფუნქცია და
შედეგი გავამრავლოთ შიდა ფუნქციის წარმოებულზე.

მაგალითი 9.3 გააწარმოეთ

y = (x2 + 4x− 7)3

ამოხსნა. ჯერ გავაწარმოოთ გარე ხარისხოვანი ფუნქცია, მივიღებთ 3(x2 + 4x−
7)2. შემდეგ ის გავამრავლოთ შიდა ფუნქციის-კვადრატული სამწევრის წარმოებულ-
ზე, რომელიც ტოლია 2x+ 4. მაშასადამე, საბოლოოდ გვექნება:

თუ y = (x2 + 4x− 7)3, მაშინ dy
dx

= 3(x2 + 4x− 7)2 · (2x+ 4).

წესი 4. ნამრავლის წარმოებული
თუ y = uv, მაშინ dy

dx
= u dv

dx
+ v du

dx
.

მაშასადამე, ორი ფუნქციის ნამრავლის წარმოებულის საპოვნელად, თითოეული
მათგანი უნდა გავამრავლოთ მეორის წარმოებულზე და შევკრიბოთ.

მაგალითი 9.4 გააწარმოეთ

y = x(x2 + 5)3

ამოხსნა. მოცემული ფუნქცია წარმოადგენს ორი ფუნქციის ნამრავლს: x და
(x2+5)3. აღვნიშნოთ ისინი შესაბამისად u და v-თი. მაშინ, თუ u = x და v = (x2+5)3,
მაშინ du

dx
= 1 და dv

dx
= 6x(x2 + 5)2. საბოლოოდ, ნამრავლის გაწარმოების წესის

თანახმად მივიღებთ:

dy
dx

= u dv
dx

+ v du
dx

= x · 6x(x2 + 5)2 + (x2 + 5)3 · 1 =
= 6x2(x2 + 5)2 + (x2 + 5)3 = (x2 + 5)2(7x2 + 5).

წესი 5. წილადის წარმოებული.
თუ y = u

v
, მაშინ

dy

dx
=

du
dx
v − dv

dx
u

v2
.

მაგალითი 9.5 გააწარმოეთ

y =
1 + x2

2− x3
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ამოხსნა. წილადის გაწარმოების ფორმულის გამოსაყენებლად მოცემული წი-
ლადის მრიცხველი აღვნიშნოთ u-თი, ხოლო მნიშვნელი–v-თი. ე.ი.

u = 1 + x2 და v = 2− x3. მაშინ
du
dx

= 2x და dv
dx

= −3x2. საბოლოოდ გვექნება:

dy
dx

= 2x(2−x3)−(−3x2)(1+x2)
(2−x3)2

=

= 4x−2x4+3x2+3x4

(2−x3)2
= x4+3x2+4x

(2−x3)2
.

9.2 ძირითადი ელემენტარული ფუნქციების წარმოებუ-
ლები

როგორც უკვე ვნახეთ, თუ მოცემულია ხარისხოვანი ფუნქცია y = xα, მაშინ

dy

dx
= αxα−1.

ტრიგინომეტრიული ფუნქციების წარმოებულები. sinx, cosx, tanx და cotx ტრიგი-
ნომეტრიული ფუნქციების წარმოებული განისაზღვრება შემდეგნაირად:

y = sinx, dy
dx

= cosx,

y = cosx, dy
dx

= − sinx,

y = tanx, dy
dx

= 1
cos2 x

,

y = cotx dy
dx

= − 1
sin2 x

.

მაგალითი 9.6 გააწარმოეთ
1)y = sin 3x 2)y = cos 2x · tanx
ამოხსნა. 1) რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად მივიღებთ:

dy

dx
= cos 3x · 3 = 3 cos 3x.

2) აქ გამოვიყენოთ ნამრავლისა და რთული ფუნქციის გაწარმოების წესები კომ-
ბინირებულად. გვექნება:

dy

dx
= (− sin 2x) · 2 · tanx+

1

cos2 x
· cos 2x = −2 sin 2x · tanx+

cos 2x

cos2 x
.

ექსპონენციალური და ლოგარითმული ფუნქციების წარმოებულები. თუ y = ex,
მაშინ

dy

dx
= ex.

თუ y = lnx, მაშინ
dy

dx
=

1

x
.
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რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის გამოყენებით შესაძლებელია უფრო ზოგადი წე-
სის დამტკიცებაც. კერძოდ, თუ

y = emx,

მაშინ
dy

dx
= memx (9.2)

ხოლო, თუ
y = lnmx,

მაშინ
dy

dx
=

1

mx
m =

1

x
(9.3)

მაგალითი 9.7 გააწარმოეთ
1)y = e2x 2)y = ln 5x(x > 0)
ამოხსნა. 1) (9.2)-ის გამოყენებით მივიღებთ:

dy

dx
= 2e2x.

2) (9.3)-ის გამოყენებით გვექნება:

dy

dx
=

1

5x
· 5 =

1

x
.

9.3 მეორე რიგის წარმოებული

თუ გავაანალიზებთ ზემოთ განხილულ მაგალითებს, ადვილად შევამჩნევთ, რომ
ფუნქციის გაწარმოების შედეგი კვლავ ფუნქციას წარმოადგენს. ამიტომ, ბუნებ-
რივია, შეიძლება განვიხილოთ წარმოებული ფუნქციის კიდევ ერთხელ გაწარმო-
ების ოპერაცია და ის ჩაიწერება შემდეგი სახით:

f ′′(x)

ან
d2y

dx2
.

(იკითხება: დე ორი იგრეკ დე იქს კვადრატით).
f ′(x) ფუნქციას ეწოდება პირველი რიგის წარმოებული, ხოლო f ′′(x)-ს მეორე
რიგის წარმოებული.

მაგალითი 9.8 იპოვეთ f(x) = 7x2 − 4x+ 8 ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული.
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ამოხსნა. ჯერ ვიპოვოთ პირველი რიგის წარმოებული:

f ′(x) = 14x− 4,

მიღებული ფუნქცია კიდევ ერთხელ გავაწარმოოთ, ანუ ვიპოვოთ მეორე რიგის წარ-
მოებული:

f ′′(x) = 14.

მაგალითი 9.9 გამოთვალეთ f ′′(1), თუ f(x) = 7x3 − 10x2.
ამოხსნა. f ′′(1) ჩანაწერი ნიშნავს f(x) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულის

მნიშვნელობას, როცა x = 1. ამიტომ, მის საპოვნელად ჯერ უნდა ვიპოვოთ f ′′(x)
და შემდეგ მასში x-ის ნაცვლად ჩავსვათ 1. გვექნება:

f ′ (x) = 21x2 − 20x და f ′′(x) = 42x − 20. საბოლოოდ მივიღებთ: f ′′(1) = 42 ·
(1)− 20 = 22.

მეორე რიგის წარმოებულის ნიშანს შეიძლება მიეცეს შემდეგი გრაფიკული ინტერპრე-
ტაცია. როგორც ვიცით, პირველი რიგის წარმოებული f ′(x) ზომავს წირის გრადიენტს,
ანუ დახრას.თუ f ′(x)-ის წარმოებული დადებითია, ანუ f ′′(x) > 0, მაშინ f ′(x) იზრდება.
ეს იმას ნიშნავს, რომ მარცხნიდან მარჯვნივ მოძრაობისას გრაფიკი სულ უფრო მრუდ-
დება და ხდება მისი ჩაზნექვა. მაშასადამე, წირი ჩაზნექილია იქ, სადაც f ′′(x) > 0.
მეორეს მხრივ, თუ f ′′(x) < 0, მაშინ f ′(x) უნდა იყოს კლებადი და წირი იქნება ამოზ-
ნექილი. ორივე ეს შემთხვევა გამოსახულია სურ. 9.1-ზე. ამ ფუნქციისთვის f ′′(x) < 0
x = a წერტილის მარცხნივ, ხოლო f ′′(x) > 0 x = a წერტილის მარჯვნივ. თვით x = a
წერტილში წირი გადადის ამოზნექილობიდან ჩაზნექილობაში და აქ f ′′(a) = 0.

9.4 სავარჯიშოები
1. გააწარმოეთ :

1)y = 6x3 2)y = 4
x

3)y = 5x+ 7
4)y = x2 + x+ 3 5)y = x3 − 4x+ 9 6)y = 2x− 11

x

7)y = 3x4 + 5x3 − 8x2 − x− 7 8)y = ax+ b 9)y = ax2 + bx+ c

2. ყოველი f(x) ფუნქციისთვის შეაფასეთ f ′(a) მოცემულ წერტილში

1)f(x) = 3x9, a = 1
2)f(x) = x2 − 2x, a = 3

3)f(x) = x3 − 4x2 + 2x− 8, a = 0
4)f(x) = 5x4 − 4

x4
, a = −1

5)f(x) =
√
x− 2

x
, a = 4

3. იპოვეთ d2y
dx2

, თუ
1)y = 7x2 − x 2)y = 1

x2
3)y = ax+ b
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Finally, substituting x = 1 into

f ″(x) = 42x5 +

gives

f ″(1) = 42 + 2 = 44

2
x3

4.2 • Rules of differentiation 257

Practice Problem

5 Evaluate f″(6) where

f (x) = 4x3 − 5x2

It is possible to give a graphical interpretation of the sign of the second-order derivative.
Remember that the first-order derivative, f ′(x), measures the gradient of a curve. If the deriva-
tive of f ′(x) is positive (that is, if f ″(x) > 0) then f ′(x) is increasing. This means that the graph
gets steeper as you move from left to right and so the curve bends upwards. On the other hand,
if f ″(x) < 0, the gradient, f ′(x) must be decreasing, so the curve bends downwards. These 
two cases are illustrated in Figure 4.13. For this function, f ″(x) < 0 to the left of x = a, and 
f ″(x) > 0 to the right of x = a. At x = a itself, the curve changes from bending downwards to
bending upwards and at this point, f ″(a) = 0.

Figure 4.13

Example

Use the second-order derivative to show that the graph of the quadratic

y = ax2 + bx + c

bends upwards when a > 0 and bends downwards when a < 0. �

ჩაზნექილი

ამოზნექილი

სურ 9.1

4. შეაფასეთ f ′′(2) შემდეგი ფუნქციისთვის
f(x) = x3 − 4x2 + 10x− 7

5. იპოვეთ:
1) dQ

dP
მიწოდების Q = P 2 + P + 1 ფუნქციისთვის;

2) d(TR)
dQ

მთლიანი ამონაგების ფუნქციისთვის TR = 50Q− 3Q2;

3) d(AC)
dQ

საშუალო დანახარჯის ფუნქციისთვის AC = 30
Q

+ 10;

4) dπ
dQ

მოგების ფუნქციისთვის π = −2Q3 + 15Q2 − 24Q− 3.

6. რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის გამოყენებით იპოვეთ წარმოებულები

1)y = (2x+ 1)11 2)y = (x2 + 3x− 6)4 3)y = 1
8x−5

4)y = 1
x2+1

5)y =
√

7x− 3

7. ნამრავლის გაწარმოების წესის გამოყენებით იპოვეთ წარმოებულები

1)y = x2(x+ 3)5 2)y = x5(4x+ 3)2 3)y = x4
√
x+ 1 4)y = sin 3x cos 2x

8. წილადის გაწარმოების წესის გამოყენებით იპოვეთ წარმოებულები

1)y = x2

x+4
2)y = 2x−1

x+5
3)y = x3√

x−1

4)y = sinx
1+cosx

5)y = 2+x
tanx
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9. გააწარმოეთ :

1)y = e6x 2)y = e−22x 3)y = 2e−x + 4ex 4)y = 9e4x − 3x2 + 2

10. გააწარმოეთ:

1)y = ln 4x 2)y = x lnx 3)y = ln(x4 + 3x2) 4)y = e2x

lnx
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ლექცია 10

წარმოებულის ეკონომიკური შინაარსი.
მარგინალური ფუნქციები

ამ ლექციაში განვიხილავთ ფუნქციის წარმოებულის ერთ-ერთ გამოყენებას ეკონომი-
კურ ამოცანებში. კერძოდ, შემოვიღებთ მარგინალური (ზღვრული) ამონაგების, მარგი-
ნალური დანახარჯისა და მარგინალური მოგების ფუნქციებს.

წინა ლექციებში ჩვენ დაწვრილებით შევისწავლეთ მთლიანი ამონაგების (TR) ფუნ-
ქციის ძირითადი თვისებები. ის განვმარტეთ, როგორც ნამრავლი PQ, სადაც P გა-
მოსახავს საქონლის ფასს, ხოლო Q - ამ საქონლის ბაზარზე მოთხოვნის რაოდენო-
ბას. პრაქტიკაში, როგორც წესი, ვიყენებთ მოთხოვნის ფუნქციას, რომელიც ამყარებს
კავშირს P და Q სიდიდეებს შორის. ის საშუალებას იძლევა TR-ის ფორმულა ჩავწე-
როთ მოთხოვნის Q რაოდენობის ტერმინებში. მაგალითად, თუ P = 100 − 2Q მაშინ
TR = PQ = (100− 2Q)Q = 100Q− 2Q2. ამ ფორმულის გამოყენებით Q-ს ნებისმიერი
მნიშვნელობისთვის შეგვიძლია გამოვთვალოთ TR-ის შესაბამისი მნიშვნელობა. თუმ-
ცა ჩვენთვის ასევე საინტერესოა იმის ცოდნა, თუ როგორია TR-ის ცვლილების ეფექტი
იმ შემთხვევაში, როცა Q-ს მოცემული მნიშვნელობა იცვლება. ამისათვის შემოვიტა-
ნოთ მარგინალური (ზღვრული, მყისიერი) ამონაგების ცნება.

მარგინალური ამონაგები არის მთლიანი ამონაგების ფუნქციის წარმოებული
მოთხოვნის Q ცვლადით, ე.ი.

(MR) =
d(TR)

dQ
= (TR)′

მაგალითად, TR = 100Q − 2Q2 მთლიანი ამონაგების შესაბამისი მარგინალური
ამონაგები ტოლი იქნება MR = d(TR)

dQ
= 100 − 4Q. თუ მიმდინარე მოთხოვნა 15-ის

ტოლია, მაშინ MR = 100− 4 · (15) = 40.
ელემენტარული ეკონომიკის სახელმძღვანელოებში ხშირად მარგინალურ ამონა-

გებს განსაზღვრავენ როგორც მთლიანი ამონაგების ცვლილებას, როდესაც მოთხოვნა
Q იზრდება 1 ერთეულით. მარტივად შეიძლება იმის შემოწმება, რომ ეს მეთოდი იძ-
ლევა მისაღებ მიახლოებას MR-ის მნიშვნელობასთან, თუმცაღა ის განსხვავდება წარ-
მოებულის საშუალებით მიღებული ზუსტი მნიშვნელობისგან. მაგალითად, თუ ზემოთ
განხილულ TR ფუნქციაში ჩავსვამთQ = 15 მივიღებთ: TR = 100·(15)−2·(15)2 = 1050.
გავზარდოთ Q-ს მნიშვნელობა 1 ერთეულით. მაშინ TR = 100 · (16)− 2 · (16)2 = 1088.
ამ მეთოდით ზრდა წარმოადგენს 38 ერთეულს, რაც არ ემთხვევა, თუმცა "ახლოსაა-
წარმოებულის საშუალებით გამოთვლილ MR-ის ზუსტ 40-ის ტოლ მნიშვნელობასთან.
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მაგალითი 10.1 მოცემულია მოთხოვნის ფუნქცია P = −3Q+ 120. გამოსახეთ TR
ფუნქცია Q რაოდენობის საშუალებით და იპოვეთMR-ის მნიშვნელობა, როცა Q =
10.

ამოხსნა. TR = P · Q = (−3Q + 120)Q = −3Q2 + 120. MR-ის განმარტებიდან
გვექნება: MR = d(TR)

dQ
= −6Q+ 120. როცა Q = 10, მივიღებთ: MR = 120− 6 · 10 =

60.

თუ მთლიანი ამონაგების ცვლილებას აღვნიშნავთ ∆(TR)-ით, ხოლო მოთხოვნის
რაოდენობის ცვლილებას –∆Q-თი, მაშინ მტკიცდება, რომ

∆(TR) ≈ (MR)×∆Q.

მაგალითი 10.2 ვთქვათ, TR = 100Q − Q2. დაწერეთ შესაბამისი მარგინალური
ამონაგების ფუნქცია. თუ მიმდინარე მოთხოვნის რაოდენობა არის 60, შეაფასეთ
TR-ის მნიშვნელობის ცვლილება Q-ს 2 ერთეულით გაზრდის შემთხვევაში.

ამოხსნა. თუ TR = 100Q − Q2, მაშინ MR = d(TR)
dQ

= 100 − 2Q. როცა Q = 60,
MR = 100 − 2 · (60) = −20. თუ Q გაიზრდება 2 ერთეულით, ანუ ∆Q = 2, მაშინ
მივიღებთ

∆(TR) ≈ (MR)×∆Q = (−20) · 2 = −40.

მაშასადამე, Q-ს 60 ერთეულის დონიდან 2 ერთეულით გაზრდა იწვევს TR-ის და-
ახლოებით 40 ერთეულით შემცირებას.

ახლა შემოვიღოთ მარგინალური დანახარჯის ცნება. მარგინალური (ანუ ზღვრუ-
ლი) დანახარჯი MC წარმოადგენს მთლიანი დანახარჯის ფუნქციის წარმოებულს პრო-
დუქციის Q რაოდენობით. ე.ი.

(MC) =
d(TC)

dQ
= (TC)′.

მტკიცდება, რომ თუ წარმოებული პროდუქციის Q რაოდენობა შეიცვლება მცირე
∆Q-თი, მაშინ TC-ს შესაბამისი ცვლილება ტოლი იქნება

∆(TC) ≈ (MC)×∆Q. (10.1)

კერძოდ, თუ ∆Q = 1, მაშინ
∆(TC) ≈ (MC).

მაშასადამე, (MC) გვაძლევს (TC)-ს მიახლოებით ცვლილებას, როცა Q იზრდება 1
ერთეულით.
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მაგალითი 10.3 საქონლის საშუალო დანახარჯის ფუნქცია მოიცემა შემდეგი სა-
ხით

(AC) = 2Q+ 6 +
13

Q
.

ჩაწერეთ შესაბამისი MC ფუნქცია. შეაფასეთ ასევე TC-ს ცვლილების ეფექტი იმ
შემთხვევაში, როცა Q-ს მიმდინარე მნიშვნელობა 15 ერთეულიდან მცირდება 3
ერთეულით.

ამოხსნა. პირველ რიგში უნდა დავწეროთ TC-ს გამოსახულება მოცემული AC-
ს ფორმულის გამოყენებით. როგორც უკვე ვიცით, საზოგადოდ,

AC =
TC

Q
.

აქედან, კი TC = (AC) ·Q = (2Q+ 6 + 13
Q

)Q = 2Q2 + 6Q+ 13.
გაწარმოების შემდეგ მივიღებთ: MC = d(TC)

dQ
= 4Q + 6. როცა Q = 15, MC =

4 · (15) + 6 = 66. თუ Q შემცირდება 3 ერთეულით, მაშინ ∆Q = −3. მაშასადამე,
(10.1) ფორმულიდან TC-ს ცვლილების შესაფასებლად მივიღებთ:

∆(TC) ≈ (MC)×∆Q = 66× (−3) = −198.

ანუ, TC მცირდება დაახლოებით 198 ერთეულით.

შემოვიღოთ მარგინალური მოგების ცნება. მარგინალური მოგება (MΠ) წარმოად-
გენს მოგების ფუნქციის წარმოებულს რეალიზებული პროდუქციის Q რაოდენობით:

(MΠ) =
dΠ

dQ
= Π′.

მარგინალური მოგება გამოსახავს მოგების მყისიერ ცვლილებას (ნაზრდს) სარეალიზა-
ციო პროდუქციის ერთეულზე გაანგარიშებით. მოგების ნაზრდი მიახლოებით გამოით-
ვლება ფორმულით:

∆Π(Q) ≈ (MΠ)×∆Q. (10.2)

თუ ∆Q = 1, მაშინ
∆Π(Q) ≈ (MΠ).

ე.ი. მოგების ნაზრდი, რომელიც შეესაბამება რეალიზებული პროდუქციის ერთი ერ-
თეულით გაზრდას, გარკვეული მიახლოებით, შეგვიძლია ჩავთვალოთ მარგინალური
მოგების ტოლად.

მაგალითი 10.4 პროდუქციის წარმოების ფიქსირებული დანახარჯია FC=100 ლ.,
ხოლო ცვალებადი დანახარჯი პროდუქციის ერთეულზე - VC=3ლ. მოთხოვნის ფუნ-
ქციაა P = 200−Q.

ა) ვიპოვოთ მარგინალური მოგების ფუნქცია;
ბ) დაახლოებით როგორ შეიცვლება მოგება რეალიზებული პროდუქციის ერთი

ერთეულით გაზრდისას, თუ აღებულ მომენტში პროდუქციის რეალიზაციის დონეა
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80 ერთეული. გამოვთვალოთ მოგების ზუსტი ცვლილება და შევადაროთ მიღებულ
მიახლოებით მნიშვნელობას.

ამოხსნა. ა) ამოცანის პირობიდან გამომდინარე მთლიანი დანახარჯის ფუნქცია
იქნება

TC = FC + (V C) ·Q = 100 + 3Q,

ხოლო მთლიანი ამონაგები გამოითვლება შემდეგნაიირად

TR = PQ = (200−Q)Q = 200Q−Q2.

ამიტომ, მოგების ფუნქციისთვის მივიღებთ

Π(Q) = TR− TC = 200Q−Q2 − (100 + 3Q) = −Q2 + 197Q− 100.

მარგინალური მოგების ფუნქციის ჩასაწერად გავაწარმოოთ მიღებული მოგების
ფუნქცია:

MΠ = Π′(Q) = −2Q+ 197.

ბ) ამ შემთხვევაში Q = 80 და ∆Q = 1. მოგების მიახლოებითი ცვლილების მოსა-
ძებნად გამოვიყენოთ (10.2) ფორმულა.

∆Π(80) ≈MΠ(80)× 1 = −2 · 80 + 197 = 37.

ამრიგად, თუ აღებულ მომენტში იყიდება 80 ერთეული, მაშინ 1 ერთეულით მეტის
გაყიდვა მოგებას ზრდის დაახლოებით 37 ერთეულით(ლარით). გამოვთვალოთ მო-
გების ზუსტი ნაზრდი, თუ ∆Q = 1:

∆Π(80) = Π(81)− Π(80) = −812 + 197 · 81− 100−
−(−802 + 197 · 80− 100) = 36.

როგორც ვხედავთ მოგების ცვლილების მიახლოებით და ზუსტ მნიშვნელობებს შო-
რის სხვაობაა 1 ერთეული(ლარი).

10.1 სავარჯიშოები.
1. მოთხოვნის ფუნქციაა P = 60−Q.

ა) მოძებნეთ მთლიანი ამონაგების ფუნქციისა და მისი შესაბამისი მარგინალური
ამონაგების ფუნქციის გამოსახულებები.
ბ) გამოთვალეთ მარგინალური ამონაგები, როცა Q = 50.
გ) იპოვეთ მთლიანი ამონაგების ცვლილება, თუ მოთხოვნა იზრდება Q = 50-დან
Q = 51-მდე და შეადარეთ იგი მარგინალური ამონაგების მნიშვნელობას Q = 50
ერთეულზე.

2. მთლიანი ამონაგების ფუნქციაა TR = 300Q− 2Q2.
ა) რას უდრის მარგინალური ამონაგების ფუნქციის მნიშვნელობა, როცა Q = 25.
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ბ) გამოთვალეთ ამონაგების ფუნქციის ცვლილება მოთხოვნის ∆Q = 5 ერთეუ-
ლით გაზრდისას, თუ მოცემულ მომენტში მოთხოვნაა Q = 25 ერთეული.

3. მოთხოვნის ფუნქცია მოცემულია ტოლობით P = 80−Q.
ა) მოძებნეთ მთლიანი ამონაგების ფუნქციისა და მისი შესაბამისი მარგინალური
ამონაგების ფუნქციის გამოსახულებები.
ბ) გამოთვალეთ მარგინალური ამონაგები, როცა Q = 20.
გ) იპოვეთ მთლიანი ამონაგების ცვლილება, თუ მოთხოვნა იზრდება ერთი ერ-
თეულით და შეადარეთ იგი მარგინალური ამონაგების მნიშვნელობას Q = 20
ერთეულზე.

4. გამოთვალეთ მარგინალური ამონაგები, თუ მოთხოვნის ფუნქცია მოცემულია შემ-
დეგი ტოლობით:

1)P = 6− 2Q
2)P = 500√

3+Q

3)P = 3
√

200− 4Q.

5. საწარმოს მუდმივი დანახარჯია FC=400 ლ., ხოლო ცვალებადი დანახარჯი პრო-
დუქციის ერთეულზე - VC=4 ლ.
ა) იპოვეთ მთლიანი და მარგინალური დანახარჯები.
ბ) გამოთვალეთ მთლიანი დანახარჯი, როცა Q = 40.
გ) გამოთვალეთ მთლიანი დანახარჯის ცვლილება, თუ მოთხოვნა გაიზრდება 40
ერთეულიდან 43 ერთეულამდე.

6. ვთქვათ, წარმოების საშუალო დანახარჯის ფუნქცია მოცემულია ტოლობით

AC = 3Q+ 4 +
15

Q

ა) იპოვეთ მთლიანი დანახარჯისა და მარგინალური დანახარჯის ფუნქციები.
ბ) მოძებნეთ მარგინალური დანახარჯის საშუალებით გამოთვლილი სრული დანა-
ხარჯის ცვლილება, თუ წარმოებული პროდუქციის რაოდენობა მცირდება 20-დან
18 ერთეულამდე.

7. წარმოების ფიქსირებული დანახარჯია 75 ლარი, ხოლო ცვალებადი დანახარჯი
პროდუქციის ერთეულის წარმოებისათვის- 4 + 3

Q
.

ა) გამოთვალეთ მთლიანი დანახარჯი და მარგინალური დანახარჯი პროდუქციის
Q რაოდენობისათვის.
ბ) გამოთვალეთ მთლიანი დანახარჯის ცვლილების ზუსტი მნიშვნელობები
1) მოთხოვნის ∆Q = 3 ერთეულით გაზრდისას;
2) მოთხოვნის ∆Q = 4 ერთეულით შემცირებისას,
თუ აღებულ მომენტში პროდუქციის რეალიზაციის დონეა Q = 50 ერთეული.

8. წარმოების მთლიანი დანახარჯის ფუნქციაა K(Q) = 0, 03Q2 − 2Q+ 300. იპოვეთ
საშუალო დანახარჯისა და მარგინალური დანახარჯის ფუნქციების მნიშვნელო-
ბები, როცა Q = 50 და Q = 100.
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9. იპოვეთ მარგინალური ამონაგები, თუ მთლიანი ამონაგების ფუნქციაა

TR = 100Q− 4Q2.

მოძებნეთ ამონაგების ფუნქციის ცვლილება:
ა) მოთხოვნის ∆Q = 2 ერთეულით გაზრდისას;
ბ) მოთხოვნის ∆Q = 3 ერთეულით გაზრდისას,
თუ აღებულ მომენტში მოთხოვნაა Q = 60 ერთეული.

10. პროდუქციის წარმოების ფიქსირებული დანახარჯია FC=80 ლ., ხოლო ცვალება-
დი დანახარჯი პროდუქციის ერთეულზე - VC=4 ლ. მოთხოვნის ფუნქციაა P =
300−Q.
ა) იპოვეთ მარგინალური მოგების ფუნქცია;
ბ) მარგინალური მოგების საშუალებით მიახლოებით გამოთვალეთ მოგების ცვლი-
ლება, რომელიც შეესაბამება წარმოებული პროდუქციის რაოდენობის ცვლილე-
ბას Q1 = 40 ერთეულიდან Q2 = 42 ერთეულამდე.
გ) გამოთვალეთ მოგების ზუსტი ცვლილება Q1 = 40 ერთეულიდან Q2 = 42 ერ-
თეულამდე და შეადარეთ ბ)-ში მიღებულ მიახლოებით მნიშვნელობას.
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ლექცია 11

ეკონომიკური ფუნქციების
ოპტიმიზაცია

ამ ლექციაში შემოვიღებთ ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილების ცნებას. შევისწავლით
მეთოდებს, რომლის საშუალებითაც გამოვთვლით ფუნქციის მაქსიმალურ და მინი-
მალურ მნიშვნელობებს. განვიხილავთ ეკონომიკური ამოცანებისთვის წარმოებულის
ეფექტურად გამოყენების მაგალითებს.

დავაკვირდეთ 11.1 სურათზე მოცემული ფუნქციის გრაფიკს. ამ გრაფიკზე მდებარე
B, C, D, E, F , G წერტილების აბსცისებს უწოდებენ მოცემული ფუნქციის სტაციო-
ნალურ წერტილებს. ანუ, ეს ის წერტილებია, რომელთა შესაბამის გრაფიკის წერტი-
ლებზე გავლებული მხები წრფე ჰორიზონტალურია, ანუ პარალელურია OX ღერძის.
მაშასადამე, ამ მხების დახრის კოეფიციენტი ნულის ტოლია. ამგვარად, f ფუნქციის
სტაციონალურ x წერტილში f ′(x) = 0.

Consequently, at a stationary point of a function f(x),

f ′(x) = 0

The reason for using the word ‘stationary’ is historical. Calculus was originally used by
astronomers to predict planetary motion. If a graph of the distance travelled by an object is
sketched against time then the speed of the object is given by the slope, since this represents the
rate of change of distance with respect to time. It follows that if the graph is horizontal at some
point then the speed is zero and the object is instantaneously at rest: that is, stationary.

Stationary points are classified into one of three types: local maxima, local minima and 
stationary points of inflection.

At a local maximum (sometimes called a relative maximum) the graph falls away on both
sides. Points B and E are the local maxima for the function sketched in Figure 4.23. The word
‘local’ is used to highlight the fact that, although these are the maximum points relative to their
locality or neighbourhood, they may not be the overall or global maximum. In Figure 4.23 the
highest point on the graph actually occurs at the right-hand end, H, which is not a stationary
point, since the slope is not zero at H.

At a local minimum (sometimes called a relative minimum) the graph rises on both sides.
Points C and G are the local minima in Figure 4.23. Again, it is not necessary for the global
minimum to be one of the local minima. In Figure 4.23 the lowest point on the graph occurs
at the left-hand end, A, which is not a stationary point.

At a stationary point of inflection the graph rises on one side and falls on the other. The sta-
tionary points of inflection in Figure 4.23 are labelled D and F. These points are of little value
in economics, although they do sometimes assist in sketching graphs of economic functions.
Maxima and minima, on the other hand, are important. The calculation of the maximum
points of the revenue and profit functions is clearly worthwhile. Likewise, it is useful to be able
to find the minimum points of average cost functions.

For most examples in economics, the local maximum and minimum points coincide 
with the global maximum and minimum. For this reason we shall drop the word ‘local’ when
describing stationary points. However, it should always be borne in mind that the global 
maximum and minimum could actually be attained at an end point and this possibility may
need to be checked. This can be done by comparing the function values at the end points 
with those of the stationary points and then deciding which of them gives rise to the largest or
smallest values.
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Figure 4.23
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სურ 11.1: სტაციონალური წერტილები

სტაციონალური წერტილები იყოფა სამ ჯგუფად: ლოკალური მაქსიმუმის წერტი-
ლები, ლოკალური მინიმუმის წერტილები და გადაღუნვის წერტილები.

B დაE წერტილების ორდინატები წარმოადგენენ 11.1 სურათზე მოცემული ფუნქცი-
ის ლოკალურ მაქსიმუმებს. სიტყვა "ლოკალური"გამოიყენება იმ ფაქტის აღსანიშნად,
რომ ეს წერტილი წარმოადგენს ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილს ამავე წერტილის რა-
იმე მიდამოში. ცხადია, ლოკალური მაქსიმუმი არ არის აუცილებელი, იყოს ფუნქციის
უდიდესი მნიშვნელობა. 11.1 სურათზე H წერტილის ორდინატი წარმოადგენს ფუნქცი-
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ის უდიდეს მნიშვნელობას, მაგრამ მისი აბსცისა არ არის სტაციონალური წერტილი,
ვინაიდან, ამ წერტილში გავლებული მხები არ არის ჰორიზონტალური.

C და G წერტილების ორდინატები წარმოადგენენ 11.1 სურათზე მოცემული ფუნ-
ქციის ლოკალურ მინიმუმებს. ამ შემთხვევაშიც არ არის აუცილებელი, ფუნქციის გლო-
ბალური მინიმუმი იყოს რომელიმე ლოკალური მინიმუმის წერტილი. 11.1 სურათზე
წერტილი A წარმოადგენს ფუნქციის უმცირეს მნიშვნელობას, რომელიც არ არის სტა-
ციონალური წერტილი.

ლოკალური მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილებს ლოკალური ექსტრემუმის წერ-
ტილები ეწოდებათ.

გადაღუნვის წერტილები ისეთი წერტილებია, რომლებშიც ფუნქციის გრაფიკის ამოზ-
ნექილობის ხასიათი იცვლება: ამოზნექილობა- ჩაზნექილობით, ან პირიქით. D და F
წერტილები 11.1 სურათზე მოცემული ფუნქციის გადაღუნვის წერტილებს წარმოადგე-
ნენ. აღნიშნულ წერტილებს არა აქვთ დიდი გამოყენება ეკონომიკაში, თუმცა გამოი-
ყენებიან ფუნქციის გრაფიკის ესკიზის აგებისას. მეორე მხრივ, ფუნქციის მაქსიმუმისა
და მინიმუმის ცოდნა ძალზედ მნიშვნელოვანია სხვადასხვა სახის ეკონომიკური ამო-
ცანების ამოხსნისას: თუნდაც, შემოსავლისა და მოგების ფუნქციების მაქსიმუმის წერ-
ტილების გამოთვლისას, ასევე საშუალო დანახარჯის ფუნქციის მინიმუმის წერტილის
პოვნისას.

ეკონომიკის ამოცანების უმრავლესობაში ფუნქციის ლოკალური მინიმუმი და მაქ-
სიმუმი ემთხვევა ამავე ფუნქციის გლობალურ მინიმუმსა და მაქსიმუმს. ამიტომ ჩვენ
სიტყვა "ლოკალურს"ხანდახან გამოვტოვებთ როცა ვახასიათებთ სტაციონალურ წერ-
ტილებს. მიუხედავად ამისა, ჩვენ მაინც უნდა გვახსოვდეს, რომ უდიდესი ან უმცირესი
მნიშვნელობა შეიძლება მიღწეულ იქნეს არა სტაციონალურ წერტილში, არამედ რომე-
ლიმე ბოლოში და ჩვენ აუცილებლად უნდა შევამოწმოთ ეს ფაქტი. აღნიშნული შემოწ-
მება შეგვიძლია სტაციონალურ წერტილებში მნიშვნელობების შედარებით ბოლოებში
მნიშვნელობებთან.

მოყვანილი მსჯელობის გათვალისწინებით ნათელია, რომ დაისმის ორი მნიშვნე-
ლოვანი კითხვა: როგორ ვიპოვოთ მოცემული ფუნქციის სტაციონალური წერტილები
და როგორ დავახასიათოთ ისინი? ანუ, როგორ მოვახდინოთ მათი კლასიფიკაცია? პირ-
ველ კითხვაზე პასუხი მარტივია, ვინაიდან, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, სტაციონალური
წერტილები აკმაყოფილებენ შემდეგ განტოლებას:

f ′(x) = 0.

ამგვარად, ჩვენ სტაციონალური წერტილების საპოვნელად გავაწარმოებთ ფუნქცი-
ას, გავუტოლებთ წარმოებულს ნულს და ამოვხსნით მიღებულ ალგებრულ განტოლე-
ბას. მიღებული სტაციონალური წერტილებისთვის კლასიფიკაცია კი სხვადასხვა გზით
არის შესაძლებელი. კერძოდ, შესაძლებელია იმის ჩვენება, რომ თუ a წერტილი სტაცი-
ონალური წერტილია და f ′′(a) 6= 0, მაშინ ეს სტაციონალური წერტილი წარმოადგენს
ექსტრემუმის წერტილს და

• თუ f ′′(a) > 0, მაშინ a წერტილი წარმოადგენს მინიმუმის წერტილს;

• თუ f ′′(a) < 0, მაშინ a წერტილი წარმოადგენს მაქსიმუმის წერტილს.
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ამგვარად, სტაციონალური წერტილების კლასიფიკაციისთვის გვჭირდება ფუნ-
ქციის მეორე რიგის წარმოებულის ნიშნის დადგენა. შესაძლებელია მოხდეს ისეც,
რომ f ′′(a) = 0. მაშინ, მეორე რიგის წარმოებული ვერ გაგვცემს ცალსახა პასუხს
სტაციონალური a წერტილის კლასიფიკაციისთვის. ასეთ შემთხვევაში a წერტი-
ლი შესაძლებელია იყოს მინიმუმის წერტილი, მაქსიმუმის წერტილი ან გადაღუნ-
ვის წერტილი. საბოლოო პასუხის დასადგენად უნდა მივმართოთ კვლევის სხვა
მეთოდებს.

მაგალითი 11.1 იპოვეთ და დაახასიათეთ შემდეგი ფუნქციების სტაციონალური
წერტილები:

ა) f(x) = x2 − 4x+ 5; ბ) f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x+ 4.

ამოხსნა. ა) პირველ რიგში გამოვთვალოთ ფუნქციის წარმოებული, შემდეგ გავუ-
ტოლოთ ის ნულს და ამოვხსნათ მიღებული ალგებრული განტოლება:

f ′(x) = 2x− 4; 2x− 4 = 0; x = 2.

ახლა გამოვთვალოთ მეორე რიგის წარმოებული:

f ′′(x) = 2.

ვინაიდან, მეორე რიგის წარმოებული მუდმივი ფუნქციაა, ამიტომ f ′′(2) = 2 > 0. შესა-
ბამისად, სტაციონალური წერტილი 2 წარმოადგენს f ფუნქციის მინიმუმის წერტილს.
ხოლო ფუნქციის მინიმალურ მნიშვნელობას მივიღებთ, თუ ფუნქციაში ჩავსვამთ ამ
წერტილს:

f(2) = 22 − 4 · 2 + 5 = 1.

ამგვარად, ფუნქციის გრაფიკის მინიმუმის წერტილია (2,1). მოცემული ფუნქციის გრა-
ფიკის ესკიზი ნაჩვენებია 11.2 სურათზე.

so we need to solve

6x2 + 6x − 12 = 0

This is a quadratic equation and so can be solved using ‘the formula’. However, before doing so, it is a
good idea to divide both sides by 6 to avoid large numbers. The resulting equation

x2 + x − 2 = 0

has solution

x = = = = −2, 1

In general, whenever f(x) is a cubic function the stationary points are the solutions of a quadratic 
equation, f ′(x) = 0. Moreover, we know from Section 2.1 that such an equation can have two, one or no
solutions. It follows that a cubic equation can have two, one or no stationary points. In this particular
example we have seen that there are two stationary points, at x = −2 and x = 1.

Step 2

To classify these points we need to evaluate f ″(−2) and f ″(1). Now

f ″(−2) = 12(−2) + 6 = −18

This is negative, so there is a maximum at x = −2. When x = −2,

y = 2(−2)3 + 3(−2)2 − 12(−2) + 4 = 24

so the maximum point has coordinates (−2, 24). Now

f ″(1) = 12(1) + 6 = 18

This is positive, so there is a minimum at x = 1. When x = 1,

y = 2(1)3 + 3(1)2 − 12(1) + 4 = −3

so the minimum point has coordinates (1, −3).

This information enables a partial sketch to be drawn as shown in Figure 4.25. Before we can be
confident about the complete picture it is useful to plot a few more points such as those below.
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სურ 11.2: მინიმუმის წერტილი
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ბ) ვიპოვოთ მოცემული ფუნქციის პირველი რიგის წარმოებული, მიღებული გამო-
სახულება გავუტოლოთ ნულს და ამოვხსნათ მიღებული განტოლება, რითაც ვიპოვით
სტაციონალურ წერტილებს:

f ′(x) = 6x2 + 6x− 12; 6x2 + 6x− 12 = 0;

მივიღეთ კვადრატული განტოლება. მისი ამონახსნებია x = −2 და x = 1. ამ სტა-
ციონალური წერტილების დასახასიათებლად გამოვთვალოთ ფუნქციის მეორე რიგის
წარმოებული და დავადგინოთ მისი ნიშანი მოცემულ სტაციონალურ წერტილებში.

f ′′(x) = 12x+ 6; f ′′(−2) = −18 < 0; f ′′(1) = 18 > 0.

ამგვარად, დავადგინეთ, რომ წერტილი -2 წარმოადგენს ლოკალური მაქსიმუმის წერ-
ტილს, ხოლო წერტილი 1 წარმოადგენს ლოკალური მინიმუმის წერტილს. მაშასადამე,
გრაფიკზე ლოკალური მაქსიმუმი და მინიმუმი იქნება, შესაბამისად, (-2,24) და (1,-3)
წერტილები(იხ. სურათი 11.3).

მოცემული ფუნქციის მინიმუმისა და მაქსიმუმის პოვნის ამოცანა უკავშირდება ე.წ.
ოპტიმიზაციის ამოცანებს. აღნიშნული თემა მეტად მნიშვნელოვანია მათემატიკური
ეკონომიკისთვის.

მაგალითი 11.2 მოცემულია ფირმის მოკლევადიანი წარმოების ფუნქცია Q =
6L2 − 0.2L3, სადაც L აღნიშნავს მუშახელის რაოდენობას.

• ა) გაარკვიეთ, რა რაოდენობის მუშახელი უზრუნველყოფს წარმოების მაქსი-
მალურ ეფექტურობას(ანუ მაქსიმალურ წარმადობას);

• ბ) გაარკვიეთ, რა რაოდენობის მუშახელი უზრუნველყოფს მუშახელზე საშუა-
ლო წარმოების მაქსიმალურ ოდენობას. გამოთვალეთ ამ მნიშვნელობისთვის
მარგინალური -MPL და საშუალო-APL პროდუქტიულობა. გაანალიზეთ მიღე-
ბული მნიშვნელობები.

ამოხსნა.
ა) ამ ნაწილში ჩვენი ამოცანაა, ვიპოვოთ L-ის ის მნიშვნელობა, რომელიც უზრუნ-

ველყოფს მაქსიმალურ წარმადობას. ამისათვის ჯერ ვიპოვოთ მოცემული ფუნქციის
სტაციონალური წერტილები:

dQ

dL
= 12L− 0.6L2; 12L− 0.6L2 = 0; L = 0; L = 20.

ახლა კი გამოვთვალოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული და დავახასიათოთ მიღე-
ბული სტაციონალური წერტილები:

d2Q

dL2
= 12− 1.2L;

d2Q

dL2
(0) = 12 > 0;

d2Q

dL2
(20) = −12 < 0.

ამრიგად, ვასკვნით, რომ როცა L = 0 მაშინ წარმოება არის მინიმალური, ხოლო როცა
L = 20, მაშინ წარმოება არის მაქსიმალური. ამგვარად, ფირმამ უნდა დაიქირაოს 20
თანამშრომელი და ამ შემთხვევაში წარმოება იქნება Q = 6 · (20)2 − 0.2 · (20)3 = 800.
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This table indicates that when x is positive the graph falls steeply downwards from a great height.
Similarly, when x is negative the graph quickly disappears off the bottom of the page. The curve cannot
wiggle and turn round except at the two stationary points already plotted (otherwise it would have more
stationary points, which we know is not the case). We now have enough information to join up the
pieces and so sketch a complete picture as shown in Figure 4.26.

In an ideal world it would be nice to calculate the three points at which the graph crosses the x axis.
These are the solutions of

2x3 + 3x2 − 12x + 4 = 0

There is a formula for solving cubic equations, just as there is for quadratic equations, but it is extremely
complicated and is beyond the scope of this book.
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Figure 4.25

Figure 4.26
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სურ 11.3: კუბური ფუნქციის გრაფიკი

Step 2

It is obvious on economic grounds that L = 0 is a minimum and presumably L = 20 is the maximum.
We can, of course, check this by differentiating a second time to get

= 12 − 1.2L

When L = 0,

= 12 > 0

which confirms that L = 0 is a minimum. The corresponding output is given by

Q = 6(0)2 − 0.2(0)3 = 0

as expected. When L = 20,

= −12 < 0

which confirms that L = 20 is a maximum.
The firm should therefore employ 20 workers to achieve a maximum output

Q = 6(20)2 − 0.2(20)3 = 800

We have shown that the minimum point on the graph has coordinates (0, 0) and the maximum point
has coordinates (20, 800). There are no further turning points, so the graph of the production function
has the shape sketched in Figure 4.27.

It is possible to find the precise values of L at which the graph crosses the horizontal axis. The 
production function is given by

Q = 6L2 − 0.2L3

so we need to solve

6L2 − 0.2L3 = 0

d2Q
dL2

d2Q
dL2

d2Q
dL2

4.6 • Optimization of economic functions 305

�

Figure 4.27
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სურ 11.4: წარმოების ფუნქციის გრაფიკის ესკიზი

ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ გრაფიკის მინიმალური წერტილის კოორდინატებია (0,0) ხოლო
მაქსიმალური წერტილის კოორდინატებია (20,800) იხილეთ სურათი 11.4.

ბ) მეორე ამოცანაში უნდა განვიხილოთ მუშახელის საშუალო პროდუქტიულობა.
ამისთვის მთლიანი ნაწარმი უნდა შევაფარდოთ მუშახელის რაოდენობასთან. ანუ,

APL =
Q

L
.

ამ სიდიდეს ხშირად მუშახელის პროდუქტიულობასაც უწოდებენ. ჩვენი მაგალითის-
თვის კი მუშახელის საშუალო პროდუქტიულობის მაჩვენებელი ფუნქცია იქნება APL =
6L− 0.2L2. ჩვენი მიზანია, ვიპოვოთ ამ ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვნელობა, ამისათ-
ვის კი, უნდა ვიპოვოთ სტაციონალური წერტილი და დავახასიათოთ იგი:

d(APL)

dL
= 6− 0.4L; 6− 0.4L = 0; L = 15.

d2(APL)

dL2
= −0.4 < 0.
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აქედან კი ვასკვნით, რომ სტაციონალურ L = 15 წერტილში მიიღწევა მაქსიმუმი და
შესაბამისი მუშახელის პროდუქტიულობა არის APL(15) = 45.

საბოლოოდ დასათვლელი დაგვრჩა MPL(15). ამისათვის კი გვჭირდება MPL ფუნ-
ქციის გამოსახულება, მის მისაღებად Q უნდა გავაწარმოოთ L-ის მიმართ.

MPL = 12L− 0.6L2; MPL(15) = 45.

შევნიშნოთ, რომ L = 15 წერტილში MPL და APL ფუნქციების მნიშვნელობები ემთხვე-
ვა ერთმანეთს.

ამ კონკრეტულ მაგალითზე ვნახეთ, რომ მუშახელის პროდუქტიულობის მაქსიმუ-
მის წერტილზე მუშახელის მარგინალური პროდუქტიულობა და მუშახელის საშუალო
პროდუქტიულობა ერთმანეთს ემთხვევა. მოგვიანებით ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ეს სამარ-
თლიანია ნებისმიერი პროდუქციის ფუნქციისთვის.

მაგალითი 11.3 პროდუქტზე მოთხოვნის განტოლებაა P +Q = 30, ხოლო სრული
დანახარჯის ფუნქციაა TC = Q2

2
+ 6Q+ 7.

• ა) იპოვეთ მიწოდების ის მნიშვნელობა, რომელიც უზრუნველყოფს მთლიანი
ამონაგების მაქსიმალურ სიდიდეს.

• ბ) იპოვეთ მიწოდების ის მნიშვნელობა, რომელიც უზრუნველყოფს მაქსიმა-
ლურ მოგებას. Q-ს ამ მნიშვნელობისთვის გამოთვალეთ MR და MC. გაანა-
ლიზეთ მიღებული შედეგები.

ამოხსნა.
ა) ამოცანაში უნდა დავადგინოთ Q-ს რა მნიშვნელობისთვის იქნება მთლიანი ამო-

ნაგები მაქსიმალური, ამისათვის გავიხსენოთ, რომ TR = P · Q. ამოცანაში მოცემუ-
ლი განტოლებიდან გამოვსახოთ P და ჩავსვათ ბოლო ფორმულაში. მივიღებთ: TR =
30Q−Q2. ვიპოვოთ სტაციონალური წერტილი და დავახასიათოთ იგი:

d(TR)

dQ
= 30− 2Q; 30− 2Q = 0; Q = 15.

d2(TR)

dQ2
= −2 < 0.

ამგვარად, მივიღეთ, რომ Q = 15 წერტილში მთლიანი ამონაგები არის მაქსიმალური.
ბ) ამოცანის ამ ნაწილში უნდა ვიპოვოთ Q-ს ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც მო-

გება არის მაქსიმალური. ამისათვის დავწეროთ მოგების ფუქნცია Π = TR− TC. შესა-
ბამისად გვექნება:

Π = 30Q−Q2 − Q2

2
− 6Q− 7 = −3

2
Q2 + 24Q− 7.

დავადგინოთ მაქსიმუმის წერტილი:

dΠ

dQ
= −3Q+ 24; −3Q+ 24 = 0; Q = 8.
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d2Π

dQ2
= −3 < 0.

ამგვარად, Q = 8 მნიშვნელობისთვის მოგება არის მაქსიმალური და Π(8) = 89. ჩვენ
დასათვლელი დაგვრჩა მარგინალური ამონაგებისა და მარგინალური დანახარჯის მნიშ-
ვნელობები როცა Q = 8:

MR =
d(TR)

dQ
= 30− 2Q; MR(8) = 14.

MC =
d(TC)

dQ
= Q+ 6; MC(8) = 14.

შევნიშნოთ, რომ Q = 8 მნიშვნელობისთვის მარგინალური ამონაგები და მარგინალუ-
რი ხარჯი ერთმანეთის ტოლია. ამ მაგალითიდან ვნახეთ, რომ წერტილში, რომელშიც
მოგება მაქსიმალურია, მარგინალური ამონაგები ტოლია მარგინალური დანახარჯის.
მოგვიანებით ვაჩვენებთ, რომ აღნიშნული ფაქტი სამართლიანია ნებისმიერი მოგების
ფუნქციისთვის.

მაგალითი 11.4 x სართულიანი საოფისე ნაგებობის მშენებლობის ხარჯები შედ-
გება სამი კომპონენტისგან:

• 10 მილიონი ლარი მიწისთვის;

• 250000 ლარი თითოეული სართულის მშენებლობა;

• 10000x ლარი თითოეულ სართულზე სპეციალური ხარჯი.

რამდენ სართულიანი უნდა იყოს ნაგებობა, რომ საშუალო ხარჯი თითოეულ სარ-
თულზე იყოს მინიმალური?

ამოხსნა. მიწის ღირებულება ფიქსირებული ხარჯია, თითოეული სართულის ღირე-
ბულებიდან გამომდინარე კი x სართული ეღირება 250000x ლარი, ხოლო თუ სპეცი-
ალური ხარჯი თითოეულ სართულზე 10000x-ს შეადგენს, მაშინ მთელი შენობისთვის
სპეციალური ხარჯი იქნება 10000x2 ლარი. შესაბამისად მთლიანი დანახარჯი იქნება

TC = 10000000 + 250000x+ 10000x2.

საშუალო ხარჯი თითოეულ სართულზე იქნება მთელი ხარჯი შეფარდებული სართუ-
ლების რაოდენობასთან:

AC =
TC

x
=

10000000 + 250000x+ 10000x2

x
=

10000000

x
+ 250000 + 10000x.

რომ ვიპოვოთ x-ის თუ რა მნიშვნელობისთვის იქნება AC მინიმალური, ამისათვის ვი-
პოვოთ ამ ფუნქციის სტაციონალური წერტილები და დავახასიათოთ ისინი.

d(AC)

dx
= −10000000

x2
+ 10000; 10000− 10000000

x2
= 0; x =

√
1000.
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ცხადია, ჩვენ უგულვებელვყობთ უარყოფით ამონახსნს. იმაში დასარწმუნებლად, რომ
მიღებული წერტილი მინიმუმის წერტილია, განვიხილოთ მეორე რიგის წარმოებული:

d2(AC)

dx2
=

20000000

x3
;

d2(AC)

dx2
(
√

1000) =
20000000

10003/2
> 0.

მართლაც, ვინაიდან, მეორე რიგის წარმოებული ამ წერტილში დადებითია, ესე იგი, ეს
წერტილი წარმოადგენს მინიმუმის წერტილს.

ამოცანა მათემატიკურად ზუსტად არის ამოხსნილი, მაგრამ
√

1000 არ არის მთე-
ლი რიცხვი და ფიზიკურად შეუძლებელია ამგვარი რაოდენობის სართულების აგება.
ამიტომ ჩვენ მიახლოებით შევაფასებთ ამ რიცხვს: x ≈ 31.6. იმისათვის, რომ განვსა-
ზღვროთ AC რომელ წერტილში უფრო ნაკლები იქნება, 31 თუ 32-ში, ჩავსვათ ისინი
შესაბამის გამოსახულებაში და მიღებული სიდიდეები შევადაროთ:

AC(31) ≈ 882580; AC(32) ≈ 882500.

მაშასადამე, 32 სართულიანი შენობის აგების შემთხვევაში იქნება ყველაზე იაფი თი-
თოეული სართულის მშენებლობის საშუალო ფასი.

მაგალითი 11.5 მიწოდების ფუნქციაა P = QS + 8, ხოლოც მოთხოვნის P =
−3QD + 80. მთავრობამ გადაწყვიტა, შემოიღოს t ლარის ოდენობის გადასახადი
პროდუქციის ერთეულზე. დაადგინეთ t-ს ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც სახელ-
მწიფო მიიღებს მაქსიმალურ შემოსავალს იმ დაშვებით, რომ ბაზარი იმყოფება წო-
ნასწორობაში.

ამოხსნა. იმისათვის, რომ გავითვალისწინოთ გადასახადი t, მიწოდების ფუნ-
ქციაში P ჩავანაცვლოთ P − t-თი. ამგვარად, P = QS + 8 + t. ვინაიდან, ბაზარი
წონასწორობაშია, QS = QD და აღვნიშნოთ ეს სიდიდე Q სიმბოლოთი. მაშინ გან-
ტოლებები მიიღებს შემდეგ სახეს:

P = Q+ 8 + t; P = −3Q+ 80.

შესაბამისად,

Q+ 8 + t = −3Q+ 80; 4Q = 72− t; Q = 18− t/4.

ამგვარად, თუ პროდუქტის რაოდენობა, რომელიც გაიყიდა, არის Q და თითოე-
ულ პროდუქტზე სახელმწიფომ დააწესა tლარის გადასახადი, მაშინ სახელმწოფოს
მხრიდან მთლიანად მიღებული გადასახადი იქნება T = Q·t = (18−t/4)t = 18t−t2/4
ლარი. მივიღეთ გამოსახულება, რომლის მაქსიმუმის პოვნაც გვსურს. ვიპოვოთ
სტაციონალური წერტილები და შევაფასოთ.

dT

dt
= 18− t/2; 18− t/2 = 0; t = 36.

d2T

dt2
= −1/2 < 0.

ეს კი ადასტურებს, რომ t = 36 ლარი არის გადასახადის ის მნიშვნელობა, რომლის
შემთხვევაში სახელმწიფო მიიღებს მაქსიმალურ შემოსავალს.
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11.1 სავარჯიშოები
1. იპოვეთ და დაახასიათეთ მოცემული ფუნქციების სტაციონალური წერტილები და

დახაზეთ მათი გრაფიკის ესკიზები.

y = 3x2 + 12x− 35; y = −2x3 + 15x2 − 36x+ 27; y = −x2 + x+ 1;

y = x2 − 4x+ 4; y = x2 − 20x+ 105; y = −x3 + 3x.

2. აჩვენეთ, რომ მოცემულ ფუნქციებისთვის სტაციონალური წერტილია ნული, შე-
ამოწმეთ, რომ თითოეულ შემთხვევაში f ′′(0) = 0. დაახასიათეთ ეს წერტილები
ფუნქციათა გრაფიკების ესკიზების საშუალებით.

f(x) = x3; f(x) = x4; f(x) = −x6.

3. მოთხოვნის ფუნქციაა P = 40−2Q, იპოვეთQ-ს ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც
მთლიანი ამონაგები არის მაქსიმალური.

4. ფიქსირებული დანახარჯი არის 15, ხოლო ცვლადი დანახარჯი - 2Q. ჩაწერეთ TC,
AC და MC ფუნქციები. იპოვეთ Q-ს ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც AC არის
მინიმალური და დარწმუნდით, რომ ამ წერტილში AC = MC.

5. ფირმის შრომის ნაყოფიერების ფუნქციაა Q = 30L2 − 0.5L3. იპოვეთ L-ის ის
მნიშვნელობა, რომლისთვისაც APL არის მაქსიმალური და დარწმუნდით, რომ ამ
წერტილში MPL = APL.

6. ფირმის წარმოების ფუნქციაა Q = 300L2 − L4, სადაც L აღნიშნავს მუშახელის
რაოდენობას. დაადგინეთ, რა რაოდენობის მუშახელი უზრუნველყოფს საშუალო
პროდუქტიულობის მაქსიმალურ მნიშვნელობას. შეამოწმეთ ამ მნიშვნელობის-
თვის APL = MPL ტოლობა.

7. მოცემულია პროდუქტის მოთხოვნის განტოლება P + 2Q = 20. ამასთან სრული
დანახარჯის ფუნქციაა TC = Q3 − 8Q2 + 20Q+ 2.

• ა) პროდუქციის რა რაოდენობისთვის იქნება მთლიანი ამონაგები მაქსიმა-
ლური?;
• ბ) იპოვეთ მოგების მაქსიმალური მნიშვნელობა და Q-ს ის მნიშვნელობა,

რომელშიც იგი მიიღწევა. დარწმუნდით, რომ Q-ს ამ მნიშვნელობისთვის
MR = MC.

8. მთლიანი დანახარჯის ფუქნციაა TC = Q2 + 3Q+ 36. იპოვეთ Q-ს ის რაოდენობა,
რომლისთვისაც საშუალო ხარჯი იქნება მინიმალური. გამოთვალეთ AC და MC
ამ რაოდენობისთვის. დააკვირდით მიღებულ მნიშვნელობებს.

9. მიწოდების ფუნქციაა P = QS/2 + 25, ხოლოც მოთხოვნის P = −2QD + 50. მთავ-
რობამ გადაწყვიტა, შემოიღოს t გადასახადი პროდუქციის ერთეულზე. დაადგი-
ნეთ t-ს ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც სახელმწიფო მიიღებს მაქსიმალურ შე-
მოსავალს იმ დაშვებით, რომ ბაზარი იმყოფება წონასწორობაში.

10. ფიქსირებული დანახარჯია 13, ცვლადი დანახარჯი- Q + 2. ჩაწერეთ საშუალო
დანახარჯის ფუნქცია AC.
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• ა) გამოთვალეთ AC ფუნქციის მნიშვნელობები, როცა Q ∈ {1, 2, ..., 6}. მო-
ნიშნეთ ეს წერტილები AC ფუნქციის გრაფიკის ესკიზზე;
• ბ) გამოიყენეთ აგებული გრაფიკი საშუალო ხარჯის ფუნქციის მინიმუმის შე-

საფასებლად;
• გ) გამოიყენეთ წარმოებული, რათა დარწმუნდეთ იმ შეფასების სამართლია-

ნობაში, რომელიც მიიღეთ ბ) პუნქტში.

11. ელექტრული მოწყობილობების მწარმოებელმა კომპანიამ ახალი პროდუქტი წარ-
მოადგინა 1 იანვარს. აღნიშნულ პროდუქტზე მთელი წლის განმავლობაში შეკ-
ვეთების S რაოდენობა გამოსვლიდან t დღეს განისაზღვრება S = t2 − 0.002t3

ფორმულით. გაარკვიეთ:

• ა) რა იქნება შეკვეთების მაქსიმალური რაოდენობა დღეში და რომელ დღეს
იქნება იგი?
• ბ) გამოსვლიდან მერამდენე დღეს იქნება შეკვეთების ყველაზე სრაფი ზრდა?

12. მოთხოვნის ფუნქციაა P =
√

1000− 4Q.Q-ს რა მნიშვნელობისთვის იქნება მთლი-
ანი ამონაგები მაქსიმალური?

13. მოთხოვნისა და მთლიანი დანახარჯის ფუნქციებია, შესაბამისად, 4P+Q−16 = 0
და TC = 4 + 2Q− 3Q2

10
+ Q3

20
.

• ა) ჩაწერეთ TR, Π, MR და MC ფუნქციები Q-ს ტერმინებში;
• ბ) იპოვეთ Π ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი;
• გ) შეამოწმეთ, რომ მოგების ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილში MR = MC.

14. პროდუქტის მიწოდებისა და მოთხოვნის ფუქნციებია, შესაბამისად, 3P −QS = 3
და 2P + QD = 14. მთავრობამ გადაწყვიტა, დააწესოს t ლარის ოდენობის გადა-
სახადი პროდუქციის ერთეულზე. იპოვეთ t-ს ის მნიშვნელობა, რომელიც უზრუნ-
ველყოფს სახელმწიფო გადასახადის მთლიანი ამონაგების მაქსიმუმს, იმ დაშვე-
ბით, რომ ბაზარი იმყოფება წონასწორობაში.
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ლექცია 12

წრფივი პროგრამირების ელემენტები

ამ ლექციაში განვიხილავთ წრფივი პროგრამირების მათემატიკურ საფუძვლებს.

12.1 წრფივ ორცვლადიან უტოლობათა სისტემის გეო-
მეტრიული ინტერპრეტაცია

წრფივი პროგრამირების ამოცანების განხილვამდე გავეცნოთ ორი ცვლადის შემცველი
წრფივი უტოლობის გეომეტრიული (გრაფიკული) ინტერპრეტაციის საკითხს. როგორც
ცნობილია, dx + ey = f სახის წრფივი განტოლება გეომეტრიულად წრფეს წარმო-
ადგენს. განვიხილოთ ორცვლადიანი უტოლობების ინტერპრეტაციის საკითხი, როცა
ტოლობის ნიშანი იცვლება ჩამოთვლილთაგან ერთ-ერთი ნიშნით: < (ნაკლებია), 6
(ნაკლებია ან ტოლი), > (მეტია), > (მეტია ან ტოლი).

განვიხილოთ y > x უტოლობა და გავარკვიოთ საკოორდინატო სიბრტყის რომელი
წერტილები აკმაყოფილებენ მას. ცხადია, რომ ეს დაკავშირებულია y = x წრფესთან.
კერძოდ, თუ P წერტილი ამ წრფის ზემოთაა, y კოორდინატი მეტია x-ზე, ანუ y > x.
თუ Q წერტილი წრფის ქვემოთაა, მაშინ y ნაკლებია x-ზე, ანუ y < x, ხოლო თუ R
წერტილი ამ წრფეზეა, მაშინ მისი კოორდინატები აკმაყოფილებენ y = x ტოლობას
(სურათი 12.1).

can be represented by a straight line on graph paper. We can give a similar graphical interpreta-
tion for linear inequalities involving two variables when the equals sign is replaced by one of

< (less than)

≤ (less than or equal to)

> (greater than)

≥ (greater than or equal to)

To illustrate this consider the simple inequality

y ≥ x

We would like to identify those points with coordinates (x, y) for which this inequality is true.
Clearly this has something to do with the straight line

y = x

sketched in Figure 8.1.
If a point P lies above the line then the y coordinate is greater than the x coordinate, so that

y > x

Similarly, if a point Q lies below the line then the y coordinate is less than the x coordinate, 
so that

y < x

Of course, the coordinates of a point R which actually lies on the line satisfy

y = x

Hence we see that the inequality

y ≥ x

holds for any point that lies on or above the line y = x.
It is useful to be able to indicate this region pictorially. We do this by shading one half of the

coordinate plane. There are actually two schools of thought here. Some people like to shade the
region containing the points for which the inequality is true. Others prefer to shade the region
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Figure 8.1
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სურ 12.1

აქედან ჩანს, რომ y > x უტოლობა სრულდება ყველა ისეთი წერტილისთვის, რომე-
ლიც ძევს y = x წრფეზე ან მის ზემოთაა. გრაფიკული გამოსახვისთვის ჩვენ გავამუქებთ
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სიბრტყის იმ ნაწილს (ნახევარსიბრტყეს), რომლისთვისაც უტოლობა მცდარია (სურა-
თი 12.2). ეს შეიძლება უცნაურად მოგვეჩვენოს, მაგრამ ამის მიზეზი ქვემოთ გახდება
ცნობილი.

for which it is false. In this book we adopt the latter approach and always shade the region that
we are not interested in, as shown in Figure 8.2. This may seem a strange choice, but the 
reason for making it will soon become apparent.

In general, to sketch an inequality of the form

dx + ey < f

dx + ey ≤ f

dx + ey > f

dx + ey ≥ f

we first sketch the corresponding line

dx + ey = f

and then decide which side of the line to deal with. An easy way of doing this is to pick a ‘test
point’, (x, y). It does not matter what point is chosen, provided it does not actually lie on the
line itself. The numbers x and y are then substituted into the original inequality. If the inequal-
ity is satisfied then the side containing the test point is the region of interest. If not, then we go
for the region on the other side of the line.
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Figure 8.2

Example

Sketch the region

2x + y < 4

Solution

We first sketch the line

2x + y = 4

When x = 0 we get

y = 4 �
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სურ 12.2

საზოგადოდ, dx+ ey < f , dx+ ey 6 f , dx+ ey > f და dx+ ey > f უტოლობების გე-
ომეტრიული ინტერპრეტაციისთვის ჯერ ვაგებთ dx+ey = f წრფეს. ყოველ უტოლობას
შეესაბამება ამ წრფით განსაზღვრული ერთ-ერთი ნახევარსიბრტყე. თუ რომელი, ამის
გასარკვევად ავიღოთ dx+ ey = f წრფეზე არამდებარე ნებისმიერი (a; b) წერტილი(მას
"სასინჯ"წერტილსაც უწოდებენ). თუ a და b რიცხვები უტოლობას აკმაყოფილებენ, ვირ-
ჩევთ წრფის იმ მხარეს, რომელსაც ეს წერტილი ეკუთვნის, წინააღმდეგ შემთხვევაში
ვირჩევთ მეორე მხარეს(ნახევარსიბრტყეს).

მაგალითი 12.1 გამოსახეთ სიბრტყეზე 2x+ y < 4 უტოლობით მოცემული სიმრავ-
ლე.

ამოხსნა. ჯერ ავაგოთ 2x + y = 4 წრფე. თუ x = 0, მაშინ y = 4, თუ y = 0,
მაშინ x = 2. შესაბამისი წრფე ნაჩვენებია 12.3 სურათზე. "სასინჯ"წერტილად ავიღოთ
წერტილი (3, 2), ჩავსვათ 2x+y გამოსახულებაში, მივიღებთ 2·3+2 = 8, რაც მეტია 4-ზე.
ე.ი. წერტილი არ აკმაყოფილებს უტოლობას, ამიტომ ჩვენთვის საინტერესო სიმრავლე
განთავსებულია წრფის ქვემოთ (სურათი 12.4). წრფის წერტილები ამ სიმრავლეს არ
ეკუთვნიან, ამიტომ ამ დროს წყვეტილ წრფეს გამოვიყენებთ.

განვიხილოთ ორცვლადიან უტოლობათა სისტემის გეომეტრიული ინტერპრეტაციის
საკითხი. ამ დროს ვეძებთ სიბრტყის იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომლებიც ერთდრო-
ულად აკმაყოფილებენ ამ სისტემაში შემავალ თითოეულ უტოლობას. ანუ, ვეძებთ თი-
თოეული უტოლობით განსაზღვრული ნახევარსიბრტყეების თანაკვეთას და მას დასაშ-
ვებ ამონახსნთა სიმრავლეს(დასაშვებ არეს) ვუწოდებთ.
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When y = 0 we get

2x = 4

and so x = 4/2 = 2.
The line passes through (0, 4) and (2, 0) and is shown in Figure 8.3. For a test point let us take (3, 2),

which lies above the line. Substituting x = 3 and y = 2 into the expression 2x + y gives

2(3) + 2 = 8

This is not less than 4, so the test point does not satisfy the inequality. It follows that the region of interest
lies below the line. This is illustrated in Figure 8.4. In this example the symbol < is used rather than ≤. Hence
the points on the line itself are not included in the region of interest. We have chosen to indicate this by
using a broken line for the boundary.

Linear Programming520

Figure 8.3

Figure 8.4
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სურ 12.3

When y = 0 we get

2x = 4

and so x = 4/2 = 2.
The line passes through (0, 4) and (2, 0) and is shown in Figure 8.3. For a test point let us take (3, 2),

which lies above the line. Substituting x = 3 and y = 2 into the expression 2x + y gives

2(3) + 2 = 8

This is not less than 4, so the test point does not satisfy the inequality. It follows that the region of interest
lies below the line. This is illustrated in Figure 8.4. In this example the symbol < is used rather than ≤. Hence
the points on the line itself are not included in the region of interest. We have chosen to indicate this by
using a broken line for the boundary.

Linear Programming520

Figure 8.3

Figure 8.4

სურ 12.4

მაგალითი 12.2 ააგეთ
x+ 2y 6 12,

−x+ y 6 3,

x > 0, y > 0.

უტოლობებით მოცემული სიმრავლე.

ამოხსნა. ბოლო ორი უტოლობა ცვლადების არაუარყოფითობას მიუთითებს, რაც
ნიშნავს, რომ ვიხილავთ საკოორდინატო სიბრტყის პირველი მეოთხედის წერტილებს
(სურათი 12.5).

x + 2y 6 12 უტოლობისთვის ვაგებთ შესაბამის x + 2y = 12 წრფეს, სასინჯ წერ-
ტილად ავიღოთ წერტილი (0, 0). უტოლობაში ჩასმით ვრწმუნდებით, რომ ეს წერტილი

116



We now consider the region defined by simultaneous linear inequalities. This is known as a
feasible region. It consists of those points (x, y) which satisfy several inequalities at the same
time. We find it by sketching the regions defined by each inequality in turn. The feasible region
is then the unshaded part of the plane corresponding to the intersection of all of the individual
regions.
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Practice Problem

1 Sketch the straight line

−x + 3y = 6

on graph paper. By considering the test point (1, 4) indicate the region

−x + 3y > 6

Example

Sketch the feasible region

x + 2y ≤ 12

−x + y ≤ 3

x ≥ 0

y ≥ 0

Solution

In this problem the easiest inequalities to handle are the last two. These merely indicate that x and y are non-
negative and so we need only consider points in the top right-hand quadrant of the plane, as shown in
Figure 8.5.

�

Figure 8.5

სურ 12.5

უტოლობას აკმაყოფილებს, ამიტომ ვამუქებთ წრფის ზედა ნახევარსიბრტყეს, როგორც
ეს სურათ 12.6-ზეა ნაჩვენები.

For the inequality

x + 2y ≤ 12

we need to sketch the line

x + 2y = 12

When x = 0 we get

2y = 12

and so y = 12/2 = 6.
When y = 0 we get

x = 12

The line passes through (0, 6) and (12, 0).
For a test point let us take (0, 0), since such a choice minimizes the amount of arithmetic that we have to

do. Substituting x = 0 and y = 0 into the inequality gives

0 + 2(0) ≤ 12

which is obviously true. Now the region containing the origin lies below the line, so we shade the region that
lies above it. This is indicated in Figure 8.6.

For the inequality

−x + y ≤ 3

we need to sketch the line

−x + y = 3

When x = 0 we get

y = 3

When y = 0 we get

−x = 3

and so x = 3/(−1) = −3.

Linear Programming522

Figure 8.6

სურ 12.6

შემდეგ ვაგებთ −x + y = 3 წრფეს, ისევ ვსვამთ უტოლობაში (0, 0) წერტილს, რო-
მელიც ასევე აკმაყოფილებს უტოლობას. საბოლოოდ ვღებულობთ სურათს, რომელიც
სურათ 12.7-ზეა გამოსახული. ყველა იმ (x, y) წერტილთა სიმრავლე, რომელიც ოთხივე
უტოლობას აკმაყოფილებს, წარმოადგენს ოთხკუთხედს და მოთავსებულია გამუქებუ-
ლი არეების "შუაში".

ამით აიხსნება ის შეთანხმება, რომელიც ზემოთ მივიღეთ და არ გავამუქეთ ჩვენთვის
საინტერესო ნახევარსიბრტყე. ამ დროს ჩვენ უნდა ამოგვერჩია "ძლიერად"გამუქებული
სიბრტყის ნაწილი, რაც არც ისე მარტივია.

12.2 წრფივი პროგრამირების ამოცანების ამოხსნის გრა-
ფიკული მეთოდი

რას წარმოადგენს წრფივი პროგრამირების ამოცანა და როგორ შეიძლება მისი ამოხსნა
გრაფიკულად, გავარკვიოთ კონკრეტულ მაგალითზე დაყრდნობით.
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დასაშვები
არე
 

სურ 12.7

მაგალითი 12.3 იპოვეთ −2x+ y გამოსახულების მინიმუმი
x+ 2y 6 12,
−x+ y 6 3,
x > 0, y > 0 შეზღუდვების პირობებში.

ამოხსნა. ეს ამოცანა ჩავწეროთ შემდეგი სახით
−2x+ y → min
x+ 2y 6 12,
−x+ y 6 3,
x > 0, y > 0.
საზოგადოდ, წრფივი პროგრამირების ამოცანა ითვლება მოცემულად, თუ გვაქვს:
1. ცვლადები-ჩვენს შემთხვევაში გვაქვს ორი ცვლადი x და y,
2. ax + by სახის გამოსახულება, რომლის მაქსიმუმი ან მინიმუმი გვაინტერესებს.

მას მიზნის ფუნქცია ეწოდება. ჩვენს მაგალითში a = −2, b = 1.
3. უტოლობები, რომლებსაც უნდა აკმაყოფილებდნენ ცვლადები. ამ უტოლობებს

შეზღუდვებს უწოდებენ.
ხშირად, მაგრამ არა ყოველთვის, შეზღუდვებში ფიგურირებს ორი უტოლობა x > 0

და y > 0, რომლებსაც ცვლადების არაუარყოფითობის პირობას უწოდებენ.
ამ მაგალითში სულ ოთხი შეზღუდვაა(არაუარყოფითობის პირობის ჩათვლით). რო-

გორც ვნახეთ, გეომეტრიულად (x, y) წერტილები, რომლებიც შეზღუდვებს აკმაყოფი-
ლებენ, ქმნიან დასაშვებ სიმრავლეს. ფაქტიურად ეს ნაჩვენებია სურათ 12.7-ზე. ჩვენი
ამოცანაა, ვიპოვოთ დასაშვები სიმრავლის ის წერტილი, რომელიც მოახდენს მიზნის
ფუნქციის მინიმიზაციას. ამ პრობლემის გადაწყვეტის ერთ-ერთი გზა შეიძლება იყოს
დასაშვები სიმრავლის წერტილების გადარჩევა. ავიღოთ, მაგალითად, წერტილი (1, 1)
და ჩავსვათ მიზნის ფუნქციაში x = 1 და y = 1 მნიშვნელობები, მივიღებთ:
−2 · 1 + 1 = −1
(3.4, 2.1) წერტილის ჩასმა კი გვაძლევს:
2 · 3.4 + 2.1 = −4.7, რაც უკეთესი შედეგია.
მაგრამ ამ მეთოდის "ნაკლი"ისაა, რომ დასაშვებ სიმრავლეში წერტილთა უსასრუ-

ლო რაოდენობაა და ყველას გადარჩევა შეუძლებელია.
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შედარებით სისტემური მიდგომა ეყრდნობა −2x+ y = c წრფეების აგებას c-ს სხვა-
დასხვა მნიშვნელობისთვის. თან ამ წრფეებს უნდა ჰქონდეთ ერთი საერთო წერტილი
მაინც დასაშვებ სიმრავლესთან. ადვილი მისახვედრია, რომ c სწორედ ის რიცხვია,
რომლის მინიმიზაციაც გვაინტერესებს. y = 2x + c წრფეს გააჩნია 2-ის ტოლი დახ-
რა და c-ს ტოლი y-გადაკვეთა. ყველა ეს წრფე ერთმანეთის პარალელურია, x ღერძს
კვეთენ (−C

2
; 0) წერტილში. სურათ 12.8-დან ჩანს, რომ თუ c მიიღებს მნიშვნელობებს

0-დან -24-მდე, წრფეს ყოველთვის ექნება საერთო წერტილი დასაშვებ არესთან და თუ
c იქნება -24 -ზე ნაკლები, მას დასაშვებ არესთან საერთო წერტილი არ ექნება. ამიტომ
c-ს მინიმალური მნიშვნელობაა -24. ამ დროს −2x + y = c წრფეს დასაშვებ არესთან
ექნება ერთი საერთო წერტილი (12; 0)- სწორედ ეს წერტილი წარმოადგენს ამოცანის
ამონახსნს. დასაშვები არიდან აღებული ყველა სხვა წერტილისთვის მიზნის ფუნქციის
მნიშვნელობა -24-ზე მეტი იქნება. ამ მაგალითიდან ჩანს, რომ მიზნის ფუნქციის ოპტი-
მალური მნიშვნელობა დასაშვები არის ერთ-ერთ წვეროში მიიღწევა. ეს შემთხვევით
არ მომხდარა, სამართლიანია შემდეგი ფაქტი:

თუ წრფივი პროგრამირების ამოცანაში არსებობს ოპტიმალური ამონახსნი, მა-
შინ არსებობს ოპტიმალური წვეროც.

იკლებსიკლებს

სურ 12.8

ამ ფაქტზე დაყრდნობით გადარჩევის მეთოდი გარკვეული აზრით ეფექტური ხდება,
რადგან საკმარისია ოპტიმალური წერტილი ვეძიოთ დასაშვები არის წვეროებში, რაც
თავის მხრივ წერტილთა სასრული რაოდენობის გადარჩევას უკავშირდება.

ჩამოვაყალიბოთ განხილული მეთოდი ბიჯების სახით.
ბიჯი 1. ააგეთ დასაშვები სიმრავლე.
ბიჯი 2. იპოვეთ დასაშვები სიმრავლის წვეროების წერტილები და დაადგინეთ

მათი კოორდინატები.
ბიჯი 3. გამოთვალეთ მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობები წვეროებში და ამოარ-

ჩიეთ ის წერტილი, რომლისთვისაც მიზნის ფუნქცია იღებს მაქსიმალურ ან მინიმა-
ლურ მნიშვნელობას.

თუ დავუბრუნდებით განხილულ მაგალითს, მივიღებთ შემდეგ სქემას:
ბიჯი 1. დასაშვები არე ნაჩვენები იყო სურ. 12.7-ზე.
ბიჯი 2. გვაქვს ოთხი წვერო (0, 0), (0, 3), (2, 5), (12, 0).
ბიჯი 3.
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წვერო მიზნის ფუნქცია
(0,0) −2 · 0 + 0 = 0
(0,3) −2 · 0 + 3 = 3
(2,5) −2 · 2 + 5 = 1
(12,0) −2 · 12 + 0 = −24

ამ ცხრილიდან ჩანს, რომ მინიმუმი მიიღწევა (12, 0) წერტილში და ამ დროს მიზნის
ფუნქციის მნიშვნელობა -24-ის ტოლია. თუ იგივე ამოცანაში მაქსიმუმიც გვაინტერე-
სებს, ბოლო ცხრილიდან ვასკვნით, რომ მაქსიმუმი (0, 3) წერტილში მიიღწევა და ამ
დროს მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა 3-ის ტოლია.

თუ დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლე არაცარიელია, წრფივი პროგრამირების ამო-
ცანების ამოხსნისას შიძლება შეგვხვდეს შემდეგი შემთხვევები:

1. მიზნის ფუნქცია ოპტიმალურ მნიშვნელობას ერთ წერტილში იღებს.
2. ამოცანას გააჩნია მრავალი ოპტიმალური ამონახსნი.
3. ამოცანას ამონახსნი არ გააჩნია.
1. შემთხვევის შესაბამისი მაგალითი უკვე განვიხილეთ. ახლა განვიხილოთ 2 და 3

შემთხვევების შესაბამისი მაგალითები.
მეორე შემთხვევის შესაბამის ქვემოთ მოყვანილ მაგალითში პირდაპირი მსჯელო-

ბითაც ჩანს, რომ ამოცანას გააჩნია უამრავი ოპტიმალური ამონახსნი, მაგრამ საი-
ლუსტრაციოდ ჩვენ მას მოყვანილი მეთოდით ამოვხსნით.

მაგალითი 12.4 ამოხსენით წრფივი პროგრამირების ამოცანა
x+ 2y → max
2x+ 4y 6 8,
x > 0, y > 0.

ამოხსნა.
ბიჯი 1. დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლეს აქვს სახე (სურათი 12.9).

In Section 1.2 we showed you how to solve a system of simultaneous linear equations. 
We discovered that such a system does not always have a unique solution. It is possible for a
problem to have either no solution or infinitely many solutions. An analogous situation arises
in linear programming. We conclude this section by considering two examples that illustrate
these special cases.

Linear Programming528

Figure 8.9

Practice Problems

4 Solve the linear programming problem

Minimize x − y

subject to

2x + y ≤ 2

x ≥ 0

y ≥ 0

5 Solve the linear programming problem

Maximize 3x + 5y

subject to

x + 2y ≤ 10

3x + y ≤ 10

x ≥ 0

y ≥ 0

[Hint: you might find your answer to Practice Problem 2 useful.]

დასაშვები
არე

სურ 12.9

ბიჯი 2. დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლეს აქვს სამი წვერო (0; 0), (0; 2), (4; 0).
ბიჯი 3.
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წვერო მიზნის ფუნქცია
(0,0) 0 + 2 · 0 = 0
(0,2) 0 + 2 · 2 = 4
(4,0) 4 + 2 · 0 = 4

ჩანს, რომ მაქსიმალური მნიშვნელობაა 4, რომელიც ორ (0, 2) და (4, 0) წვეროზე
მიიღწევა, ანუ ამოცანას ერთადერთი ამონახსნი არ აქვს. სურ. 12.10-ზე დაყრდნობით
ეს მარტივად აიხსნება. x + 2y = c წრფის გადაადგილებისას მარცხნიდან მარჯვნივ
c-ს მნიშვნელობები იცვლება 0-დან 4-მდე და x + 2y = 4 წრფეს დასაშვებ ამონახსნთა
სიმრავლესთან საერთო აქვს როგორც ორი წვეროს წერტილი (0, 2) და (4, 0), ასევე
უამრავი წერტილი, რომლებიც ამ წვეროების შემაერთებელ მონაკვეთზე მდებარეობენ.
ამ დროს ვამბობთ, რომ წრფივი პროგრამირების ამოცანას აქვს მრავალი ოპტიმალური
ამონახსნი.

This example suggests the general result. If, in step 3, the maximum (or minimum) occurs
at two corners then the problem has infinitely many solutions. Any point on the line segment
joining these corners, including the two corners themselves, is also a solution.
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Figure 8.10

Example

Solve the linear programming problem

Maximize 3x + 2y

subject to

x + 4y ≥ 8

x + y ≥ 5

2x + y ≥ 6

x ≥ 0

y ≥ 0

What can you say about the solution if this problem is one of minimization rather than maximization?

Solution

Step 1

As usual the non-negativity constraints indicate that we need only consider the positive quadrant.

The line x + 4y = 8 passes through (0, 2) and (8, 0).

The line x + y = 5 passes through (0, 5) and (5, 0).

The line 2x + y = 6 passes through (0, 6) and (3, 0).

Also, the test point (0, 0) does not satisfy any of the corresponding constraints because the three inequality
signs are all ‘≥’. We are therefore interested in the region above all of these lines, as shown in Figure 8.11.

იზრდება

სურ 12.10

მაგალითი 12.5 ამოხსენით წრფივი პროგრამირების ამოცანა
3x+ 2y → max
x+ 4y > 8,
x+ y > 5,
2x+ y > 6,
x > 0, y > 0.

ამოხსნა.
ბიჯი 1. როგორც წესი, ცვლადების არაუარყოფითობა გვიჩვენებს, რომ ვიხილავთ

საკოორდინატო სიბრტყის I მეოთხედს.
x+ 4y = 8 წრფე გადის (0, 2) და (8, 0) წერტილებზე,
x+ y = 5 წრფე გადის (0, 5) და (5, 0) წერტილებზე,
2x+ y = 6 წრფე კი გადის (0, 6) და (3, 0) წერტილებზე.
სასინჯი (0, 0) წერტილი არ აკმაყოფილებს არც ერთ უტოლობას, ამიტომ ჩვენ გვა-

ინტერესებს ყველა ამ წრფის ზედა ნახევარსიბრტყეები (სურათი 12.11)
ბიჯი 2. დასაშვებ არეს გააჩნია ოთხი წვერო (0, 6), (1, 4), (4, 1) და (8, 0).
ბიჯი 3.
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Step 2

The feasible region has four corners, (0, 6), (1, 4), (4, 1) and (8, 0).

Step 3

8.1 • Graphical solution of linear programming problems 531

Figure 8.11

Corner Objective function

(0, 6) 3(0) + 2(6) = 12
(1, 4) 3(1) + 2(4) = 11
(4, 1) 3(4) + 2(1) = 14
(8, 0) 3(8) + 2(0) = 24

From the table, the minimum and maximum values of the objective function are 11 and 24, which occur at
(1, 4) and (8, 0) respectively. However, we do have a slightly unusual situation in that the feasible region is
not enclosed on all sides. We describe this by saying that the feasible region is unbounded. It is open at the
top and, strictly speaking, it does not make sense to talk about the corners of such a region. Are we there-
fore justified in applying the ‘easy’ method in this case? To answer this question we superimpose the family
of lines

3x + 2y = c

representing the objective function, as shown in Figure 8.12 (overleaf ).
When c = 11 the line intersects the region at only one point (1, 4). However, as c increases from this value,

the lines sweep across the feasible region and never leave it, no matter how large c becomes. Consequently,
if the problem is one of maximization we conclude that it does not have a finite solution. We can substitute
huge values of x and y into 3x + 2y and get an ever-increasing result. On the other hand, if the problem is
one of minimization then it does have a solution at the corner (1, 4). This, of course, is the answer obtained
previously using the ‘easy’ method.

�

შემოუსაზღვრელი
დასაშვები

არე

სურ 12.11

წვერო მიზნის ფუნქცია
(0,6) 3 · 0 + 2 · 6 = 12
(1,4) 3 · 1 + 2 · 4 = 11
(4,1) 3 · 4 + 2 · 1 = 14
(8,0) 3 · 8 + 2 · 0 = 24

ცხრილიდან ჩანს, რომ მიზნის ფუნქციის უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობები 11-
ისა და 24-ის ტოლია, რომლებიც შესაბამისად (1, 4) და (8, 0) წერტილებში მიიღწევა.
თუმცა ჩვენ გარკვეული აზრით არასტანდარტული სიტუაცია მივიღეთ, რადგან დასაშ-
ვებ ამონახსნთა სიმრავლე ყველა მხრიდან შემოსაზღვრული არ არის. ეს სიმრავლე
ვერ მოთავსდება ვერც ერთ სასრულ რადიუსიან წრეში. ამ დროს ვამბობთ, რომ დასაშ-
ვებ ამონახსნთა სიმრავლე შემოუსაზღვრელია და ამ სიმრავლის წვეროების განხილ-
ვას აზრი ეკარგება. თუ განვიხილავთ 3x + 2y = c სახის წრფეებს (სურ. 12.12) როცა
c = 11, წრფეს დასაშვებ სიმრავლესთან აქვს ერთი საერთო წერტილი (1, 4) და როცა c
იზრდება, 3x+ 2y = c წრფეებს ყოველთვის ექნებათ დასაშვებ სიმრავლესთან საერთო
წერტილები, საიდანაც ვასკვნით, რომ ამოცანას ამონახსნი არ გააჩნია, რადგან 3x+2y
გამოსახულებამ შეიძლება მიიღოს რაგინდ დიდი მნიშვნელობები.

თუ განვიხილავთ მინიმიზაციის ამოცანას, მაშინ ამონახსნი იქნება (1, 4) წვერო.
ეს მაგალითი გვიჩვენებს, რომ თუ დასაშვები სიმრავლე შემოუსაზღვრელია, მა-

შინ წრფივი პროგრამირების ამოცანას ამონახსნი შეიძლება არ ჰქონდეს. ხოლო რო-
ცა ამონახსნი არსებობს, მაშინ ის შეიძლება ვიპოვოთ წვეროების გადარჩევის გზით.
პრაქტიკული ხასიათის ამოცანებში, რომლებიც რეალური ეკონომიკური სიტუაციების
ამსახველია, ოპტიმალური ამონახსნი ყოველთვის არსებობს.

12.3 სავარჯიშოები.
1. საკოორდინატო სიბრტყეზე ააგეთ −x + 3y = 6 წრფე. გამოიყენეთ (1, 4) სასინჯი

წერტილი და მიუთითეთ −x+ 3y > 6 უტოლობის შესაბამისი არე.

2. საკოორდინატო სიბრტყეზე ააგეთ უტოლობათა სისტემებით განსაზღვრული არე-
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This example shows that a linear programming problem may not have a finite solution 
when the feasible region is unbounded. However, when a solution does exist, it may be found
simply by inspecting the corners in the normal way. In practice, linear programming problems
arise from realistic economic situations. We would therefore expect the problem to possess a
sensible (that is, finite) answer and so the difficulty of the non-existence of a solution rarely
occurs.
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Figure 8.12

Practice Problems

6 Sketch the feasible regions defined by the following sets of inequalities:

(a) 5x + 3y ≤ 30 (b) 2x + 5y ≤ 20 (c) x − 2y ≤ 3

7x + 2y ≤ 28 x + y ≤ 5 x − y ≤ 4

x ≥ 0 x ≥ 0 x ≥ 1

y ≥ 0 y ≥ 0 y ≥ 0

Feasible region The set of points that satisfy all of the constraints in a linear programming
problem.

Non-negativity constraints The constraints, x ≥ 0, y ≥ 0, etc.

Objective function The function that is optimized in a linear programming problem.

Unbounded region A feasible region that is not completely enclosed by a polygon. The
associated linear programming problem may not have a finite solution.

Key Terms

იზრდება

სურ 12.12

ები
a)6x+ 3y 6 30 b)2x+ 5y 6 20 c)x− 2y 6 3
7x+ 2y 6 28 x+ y 6 5 x− y 6 4
x > 0, y > 0 x > 0, y > 0 x > 1, y > 0

3. განიხილეთ წრფივი პროგრამირების ამოცანა
−x+ y → max

3x+ y 6 12,
x > 0, y > 0.
ა) ააგეთ დასაშვები არე,
ბ) იგივე ნახაზზე ააგეთ c = −4,−2, 0, 1 და 3 მნიშვნელობებისათვის ხუთი y = x+c
სახის წრფე.
(მითითება:y = x + c სახის წრფეებს აქვთ დახრა 1-ის ტოლი და გადიან (0, c) და
(−c, 0) წერტილებზე).
გ) გამოიყენეთ ბ) პუნქტის პასუხები და ამოხსენით წრფივი პროგრამირების მო-
ცემული ამოცანა.

4. ამოხსენით წრფივი პროგრამირების ამოცანები.

a)x− y −→ min b)3x+ 5y −→ max
2x+ y 6 2 x+ 2y 6 10
x > 0, y > 0 x > 0, y > 0

5. გამოიყენეთ სავარჯიშო 2. -ის პასუხები და ამოხსენით შემდეგი ამოცანები:

a)4x+ 9y −→ max b)3x+ 6y −→ max c)x+ y −→ max
7x+ 2y 6 28 x+ y 6 5 x− y 6 4
x > 0, y > 0 x > 0, y > 0 x > 1, y > 0
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6. რა შეიძლება ითქვას სავარჯიშო 5-ის c)-ს ამონახსნის შესახებ, თუ განვიხილავთ
მინიმიზაციის ამოცანას? განიხილეთ x+y = c წრფეების ერთობლიობა და პასუხი
დაასაბუთეთ.

7. ამოხსენით წრფივი პროგრამირების შემდეგი ამოცანები

a)2x+ 3y −→ max b)− 8x+ 4y −→ max
2x+ y 6 8 x− y 6 2
x+ y 6 6
x+ 2y 6 10
x > 0, y > 0

2x− y > −3
x− y > −4
x > 0, y > 0

8. ახსენით, შემდეგ ამოცანებს რატომ არ გააჩნია ამონახსნი

a)x+ y −→ max b)x+ y −→ max
y > 2 2x− y > −1
x 6 2

x− y 6 1
x > 0, y > 0

x− 2y 6 2
x > 0, y > 0

9. ამოხსენით წრფივი პროგრამირების შემდეგი ამოცანები

a)6x+ 2y −→ max b)x+ 4y −→ max
x− y > 0 2x+ 8y 6 16
3x+ y 6 8
x > 0, y > 0

x 6 6
x > 0, y > 0
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ლექცია 13

წრფივი პროგრამირების გამოყენებები

ამ ლექციაში, განვიხილავთ წრფივი პროგრამირების გამოყენების შესაძლებლობას ტი-
პური ეკონომიკური ამოცანების ამოსახსნელად.

წინა ლექციაში გადმოცემული იყო წრფივი პროგრამირების მარტივი (ორცვლადი-
ანი) ამოცანების ამოხსნის მეთოდი. შეიძლება დაგვრჩეს შთაბეჭდილება, რომ წრფივი
პროგრამირება- ეს არის მათემატიკური მეთოდები, რომლებიც გამოიყენება საკმარი-
სად აბსტრაქტული ამოცანების ამოსახსნელად. სინამდვილეში კი, წრფივი პროგრა-
მირების წარმოშობა და განვითარება განპირობებული იყო ეკონომიკური და სხვა ტი-
პის პრაქტიკული პრობლემების გადაჭრის აუცილებლობით. ამ ლექციაში განვიხილავთ
პრაქტიკული ხასიათის რამდენიმე ამოცანის სიტყვიერ ფორმულირებას, მათი შესაბა-
მისი მათემატიკური მოდელის აგების საკითხებსა და ამოხსნის ეტაპებს.

მაგალითი 13.1 მცირე მეწარმე აწარმოებს ორი A და B სახეობის პროდუქციას,
რომლებზე მოთხოვნა საწარმოო სიმძლავრეს აღემატება. ერთეული პროდუქციის
გასაყიდი ფასი A და B სახეობისათვის შესაბამისად 7 და 4 ლარია, საწარმოო
დანახარჯი კი - 6 და 3 ლარი. სატრანსპორტო ხარჯები თითოეული სახეობის პრო-
დუქციის ერთეულისთვის შეადგენს 20 და 30 თეთრს. საბანკო კრედიტის პირობები
აიძულებს მეწარმეს, ყოველკვირეული საწარმოო დანახარჯები 2700 ლარით შემო-
ფარგლოს და სატრანსპორტო ხარჯებისთვის გამოიყენოს არაუმეტეს 120 ლარი.
როგორ უნდა დაგეგმოს მეწარმემ წარმოება მაქსიმალური მოგების მისაღებად?

ამოხსნა. როგორც ცნობილია, წრფივი პროგრამირების ამოცანების სამი შემადგე-
ნელი ნაწილია ცვლადები, მიზნის ფუნქცია და შეზღუდვები. ბუნებრივია, x და y-ით
აღვნიშნოთ შესაბამისად A და B პროდუქციის წარმოების მოცულობა და ესენი იქნები-
ან ამოცანის ცვლადები. სიტყვიერი ფორმულირების ბოლო ნაწილში აღნიშნულია, რომ
მეწარმემ ისე უნდა შეარჩიოს A და B პროდუქციის მოცულობა, რომ გარანტირებული
ჰქონდეს მაქსიმალური შემოსავალი. ამიტომ, უნდა ავაგოთ ფორმულა, რომელიც გა-
მოსახავს შემოსავალს x-ისა და y-ის ტერმინებში. რადგან A პროდუქციის ერთეულის
წარმოების დანახარჯი 6 ლარია, ხოლო სატრანსპორტო ხარჯი 20 თეთრი, სულ დანა-
ხარჯი 6.2 ლარია, გასაყიდი ფასი კი 7 ლარია. ამიტომ მოგება ერთეული პროდუქცი-
ისათვის შეადგენს 0.8 ლარს. თუ ვაწარმოებთ ამ ტიპის პროდუქციას x რაოდენობით,
მოგება იქნება 0.8x ლარი. ვინაიდან მოთხოვნა აღემატება წარმოების შესაძლებლო-
ბებს, პროდუქციის რეალიზება გარანტირებულია. ანალოგიური მსჯელობით ვრწმუნ-
დებით, რომ B სახეობის y რაოდენობის პროდუქციისათვის მოგება 0.7y ლარი იქნება,
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ჯამში საერთო მოგება შეადგენს
0.8x+ 0.7y,

რაც წარმოადგენს მიზნის ფუნქციას, რომლის მაქსიმიზაციაც გვაინტერესებს.
შემდეგი საკითხი, რომელიც უნდა გავითვალისწინოთ, უკავშირდება წარმოების შე-

ზღუდვებს. კერძოდ, ყოველკვირეული დანახარჯი წარმოებაზე არ უნდა აღემატებოდეს
2700 ლარს. წარმოების დანახარჯი A სახეობის ერთეულ პროდუქციაზე 6 ლარია, B
სახეობისაზე კი 3 ლარი. ცხადია, რომ საერთო დანახარჯი წარმოებაზე იქნება 6x+ 3y
ლარი, რაც არ უნდა აღემატებოდეს 2700 ლარს, საბოლოოდ ვღებულობთ პირველ
შეზღუდვას

6x+ 3y ≤ 2700.

პროდუქციის გადაზიდვის საერთო დანახარჯები იქნება 0.2x + 0.3y ლარი. შედეგად
ვღებულობთ მეორე შეზღუდვას

0.2x+ 0.3y ≤ 120.

ერთი შეხედვით, შეზღუდვების ნაწილში ყველა მოთხოვნა, რაც ამოცანის სიტყვიერ
ფორმულირებაში ფიგურირებდა, გათვალისწინებულია, თუმცა არ უნდა დავივიწყოთ,
რომ უარყოფითი რაოდენობის პროდუქცია არ იწარმოება და გვექნება ორი არსებითი
შეზღუდვა x ≥ 0 და y ≥ 0, რომლებიც სიტყვიერ ფორმულირებაში ცხადად არ ფიგუ-
რირებენ.

საბოლოოდ მივიღეთ წრფივი პროგრამირების შემდეგი ამოცანა:

0.8x+ 0.7y → max,

6x+ 3y ≤ 2700,

0.2x+ 0.3y ≤ 120,

x ≥ 0, y ≥ 0.

ამოვხსნათ მიღებული ამოცანა წინა ლექციაში განხილული მეთოდით.
ბიჯი 1.
ცვლადების არაუარყოფითობის გამო ვიხილავთ მხოლოდ I მეოთხედის წერტი-

ლებს.
6x+ 3y = 2700 წრფე გადის (0,900) და (450,0) წერტილებზე, 0.2x+ 0.3y = 120 კი –

(0,400) და (600,0) წერტილებზე.
თუ "სასინჯ"წერტილად გამოვიყენებთ კოორდინატთა სათავეს, დავრწმუნდებით,

რომ ჩვენთვის საინტერესო სიმრავლე ამ წრფეების ქვემოთ მდებარეობს (სურათი 13.1).

ბიჯი 2.
დასაშვებ სიმრავლეს აქვს ოთხი წვერო, სამი მათგანის კოორდინატები ცნობი-

ლია: (0,0), (0,400) და (450,0). მეოთხე წერტილის კოორდინატების გასაგებად უნდა
ამოვხსნათ {

6x+ 3y = 2700,
0.2x+ 0.3y = 120,

წრფივ განტოლებათა სისტემა. ეს ამონახსნია (375,150) წერტილი.
ბიჯი 3.
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Collecting all of the ingredients together, the linear programming problem may be stated:

Maximize 0.8x + 0.7y

subject to

6x + 3y ≤ 2700

0.2x + 0.3y ≤ 120

x ≥ 0

y ≥ 0

The problem can now be solved using the method described in Section 8.1.

Step 1

As usual the non-negativity constraints indicate that we need only consider points in the positive quadrant.

The line 6x + 3y = 2700 passes through (0, 900) and (450, 0).

The line 0.2x + 0.3y = 120 passes through (0, 400) and (600, 0).

Also, using the origin as the test point reveals that the region of interest lies below both lines. It is sketched
in Figure 8.13.

Step 2

The feasible region has four corners altogether, three of which have obvious coordinates (0, 0), (0, 400) 
and (450, 0). Unfortunately it is not at all easy to read off from the diagram the exact coordinates of the
remaining corner. This is formed by the intersection of the two lines

6x + 3y = 2700 (1)

0.2x + 0.3y = 120 (2)

8.2 • Applications of linear programming 537
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Figure 8.13

დასაშვები
არე

სურ 13.1: დასაშვები არე

წვერო მიზნის ფუნქცია
(0,0) 0
(0,400) 280
(450,0) 360
(375,150) 405

ცხრილიდან ჩანს, რომ მაქსიმალური შემოსავალი არის 405 ლარი და ის მიიღწევა,
როცა ვაწარმოებთ A სახეობის 375 ერთეულ და B სახეობის 150 ერთეულ პროდუქცი-
ას.

მაგალითი 13.2 საკვები პროდუქტების მწარმოებელი იყენებს ორ P1 და P2 გადამა-
მუშავებელ დანადგარს, რომლებსაც შეუძლიათ კვირაში 7 დღე იმუშაონ. საქონლის
ხორცის დამუშავების შედეგად მიიღება უმაღლესი, საშუალო და დაბალი ხარისხის
ხორცი. უმაღლესი ხარისხის ხორცს ყასბები ყიდულობენ, საშუალო ხარისხის ხორ-
ცი სუპერმარკეტების მზა კერძებში გამოიყენება, ხოლო დაბალი ხარისხის ხორცი –
ძაღლის საკვებში. მწარმოებელმა გააფორმა კონტრაქტი 120 კგ უმაღლესი, 80 კგ
საშუალო და 240 კგ დაბალი ხარისხის ხორცის მიწოდებაზე ყოველი კვირის განმავ-
ლობაში. P1 დანადგარის გამოყენება ერთი დღის განმავლობაში 4000 ლარი ღირს,
P2-ის კი 3200 ლარი. P1 დანადგარს შეუძლია ერთ დღეში 60 კგ უმაღლესი, 20 კგ
საშუალო და 40 კგ დაბალი ხარისხის ხორცის წარმოება, შესაბამისად P2 დანად-
გარს 20 კგ, 20 კგ და 120 კგ. რამდენი დღე უნდა ვამუშაოთ თითოეული დანადგარი
კვირის განმავლობაში, რომ კონტრაქტი მინიმალური დანახარჯით შევასრულოთ?

ამოხსნა. ვთქვათ, P1 დანადგარი მუშაობს x დღის, P2-კი y დღის განმავლობაში.
მაშინ საერთო დანახარჯი იქნება 4000x + 3200y ლარი, რომლის მინიმიზაციაც გვაინ-
ტერესებს. გავითვალისწინოთ, რომ P1 დანადგარს შეუძლია დღეში 60 კგ უმაღლესი
ხარისხის, P2 დანადგარს კი 20 კგ უმაღლესი ხარისხის ხორცის წარმოება. ამიტომ
კვირის განმავლობაში ორივე ერთად გამოუშვებს 60x + 20y კგ უმაღლესი ხარისხის
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ხორცს, შედეგად გვაქვს უტოლობა

60x+ 20y ≥ 120.

ანალოგიური მსჯელობით დანარჩენი ორი ხარისხის ხორცისათვის გვექნება უტოლო-
ბები

20x+ 20y ≥ 80,

40x+ 120y ≥ 240.

რადგან კვირაში 7 დღეა, x და y ცვლადებმა უნდა დააკმაყოფილონ პირობები:

x ≥ 0, y ≥ 0, x ≤ 7, y ≤ 7.

საბოლოოდ, ვღებულობთ წრფივი პროგრამირების შემდეგ ამოცანას:

4000x+ 3200y → min,

60x+ 20y ≥ 120,

20x+ 20y ≥ 80,

40x+ 120y ≥ 240,

x ≥ 0, y ≥ 0, x ≤ 7, y ≤ 7.

ბიჯი 1. მივაქციოთ ყურადღება იმ ფაქტს, რომ ბოლო ოთხი უტოლობა გვიჩვენებს,

Step 3

8.2 • Applications of linear programming 541

Figure 8.14

Corner Objective function

(7, 0) 28 000
(7, 7) 50 400
(0, 7) 22 400
(0, 6) 19 200
(3, 1) 15 200
(1, 3) 13 600
(6, 0) 24 000

The minimum cost is $13 600 and is obtained by operating plant P1 for 1 day a week and plant P2 for 3 days
a week.

Advice

Perhaps one of the more difficult aspects of formulating linear programming problems is
remembering to include the obvious constraints arising from common sense. In the previ-
ous example, the last four constraints are so obvious that it is all too easy to omit them,
particularly because they are not mentioned explicitly in the original specification. We
might therefore include the following point in our general strategy:

(4) Write down any obvious constraints, such as the non-negativity constraints, that you
may have forgotten about in (3).

დასაშვები
არე

სურ 13.2: დასაშვები არე

რომ დასაშვები არე შემოსაზღვრულია x = 0, x = 7, y = 0 და y = 7 ჰორიზონტალური
და ვერტიკალური წრფეებით. სასინჯი (0,0) წერტილი არ აკმაყოფილებს პირველი სამი
უტოლობიდან არცერთს. ამიტომ დასაშვებ სიმრავლეს აქვს სურათ 13.2-ზე მოცემული
სახე.

ბიჯი 2.
დასაშვებ არეს აქვს შვიდი წვერო: (7,0), (7,7), (0,7), (1,3), (3,1), (0,6) და (6,0)
ბიჯი 3.
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წვერო მიზნის ფუნქცია
(7,0) 28000
(7,7) 50400
(0,7) 22400
(0,6) 19200
(3,1) 15200
(1,3) 13600
(6,0) 24000

ცხრილიდან ჩანს, რომ მინიმალური დანახარჯი მიიღწევა მაშინ, როცა P1 დანად-
გარს გამოვიყენებთ კვირაში 1 დღე, ხოლო P2 დანადგარს კვირაში 3 დღე.

მაგალითი 13.3 ტურისტულ კომპანიაში ორი კატეგორიის თანამშრომელია: 1. თა-
ნამშრომლები, რომლებიც მუშაობენ სრული სამუშაო დღის განმავლობაში, ანუ კვი-
რაში 40 საათი და მათ უხდიან კვირაში 800 ლარს; 2. თანამშრომლები, რომლებიც
მუშაობენ არასრული სამუშაო დღის განმავლობაში, კვირაში 20 საათი და მათ უხ-
დიან 320 ლარს.

კომპანიის პოლიტიკის თანახმად, მეორე კატეგორიის თანამშრომლების რაო-
დენობა არ უნდა აღემატებოდეს პირველი კატეგორიის თანამშრომლების რაოდე-
ნობის 1/3 ნაწილს. კომპანიის ფუნქციონირებისთვის აუცილებელია კვირაში 900
სამუშაო საათი. თითოეული კატეგორიის რამდენი თანამშრომელი უნდა დაიქირა-
ოს კომპანიამ, რომ გასცეს მინიმალური ჯამური ხელფასი?

ამოხსნა. ვთქვათ, კომპანიამ უნდა დაიქირაოს x რაოდენობის პირველი კატეგორი-
ისა და y რაოდენობის მეორე კატეგორიის თანამშრომელი. მაშინ, მათი ჯამური ხელფა-
სი იქნება 800x+ 320y ლარი. სამუშაო საათების საერთო რაოდენობა იქნება 40x+ 20y,
რაც უნდა იყოს 900 საათზე არანაკლები. ასევე მეორე კატეგორიის თანამშრომლე-
ბის რაოდენობა არ უნდა აღემატებოდეს პირველი კატეგორიის თანამშრომლების 1/3
ნაწილს, რაც გვაძლევს y ≤ x/3 უტოლობას. საბოლოოდ, ვღებულობთ წრფივი პროგ-
რამირების შემდეგ ამოცანას:

800x+ 320y → min,

40x+ 20y ≥ 900,

y ≤ x/3,

x ≥ 0, y ≥ 0.

ბიჯი 1.
40x+20y = 900 გადის (0,45) და (45/2,0) წერტილებზე. y = x/3 წრფე კოორდინატთა

სათავეზე გადის, ამიტომ "სასინჯ"წერტილად ავირჩიოთ, მაგალითად, x = 30, y = 5
წერტილი. თუ ჩავსვამთ ამ მნიშვნელობებს შესაბამის უტოლობაში, მივიღებთ: 5 ≤
30/3, რაც ჭეშმარიტი უტოლობაა. დასაშვებ სიმრავლეს აქვს სურათ 13.3-ზე მოცემული
სახე.

ბიჯი 2. დასაშვებ არეს ორი წვერო აქვს. ერთ-ერთია (45/2,0). მეორე წერტილის
საპოვნელად კი უნდა ამოვხსნათ სისტემა{

y = x/3,
40x+ 20y = 900,
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40x + 20y ≥ 900

y ≤ x/3

x ≥ 0

y ≥ 0

It can now be solved by applying the method described in Section 8.1.

Step 1

The feasible region can be sketched in the usual way. The line y = x/3 passes through (0, 0), (3, 1), (6, 2) and
so on. Unfortunately, because the origin actually lies on the line, it is necessary to use some other point as a
test point. For example, substituting x = 30, y = 5 into the inequality

y ≤ x/3

gives

5 ≤ (30)/3

This inequality is clearly true, indicating that (30, 5), which lies below the line, is in the region of interest.
The constraint

40x + 20y ≥ 900

is easier to handle. The corresponding line passes through (0, 45) and (221/2, 0), and using the origin as a test
point shows that we need to shade the region below the line. The feasible region is sketched in Figure 8.15.

Step 2

The feasible region has two corners. One of these is obviously (221/2, 0). However, it is not possible to write
down directly from the diagram the coordinates of the other corner. This is formed by the intersection of
the two lines
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Figure 8.15

დასაშვები
არე

სურ 13.3: დასაშვები არე

რაც გვაძლევს (135/7,45/7) წერტილს.
ბიჯი 3.

წვერო მიზნის ფუნქცია
(135/7,45/7) 174855

7

(45/2,0) 18000

მინიმუმი მიიღწევა (135/7,45/7) წერტილში და 174855
7

ლარის ტოლია. მათემა-
ტიკური თვალსაზრისით, ჩვენ დასმული ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი მივიღეთ,
მაგრამ პრაქტიკულად ამ ამონახსნს ვერ გამოვიყენებთ, რადგან 135/2 თანამშრომლის
დაქირავება შეუძლებელია. ჩვენ გვაინტერესებს მხოლოდ ისეთი წერტილები, რომლებ-
საც მთელი კოორდინატები აქვთ. ასეთ ამოცანას მთელრიცხვა პროგრამირების ამო-
ცანა ეწოდება. მასში იგულისხმება, რომ x და y ცვლადები მთელ მნიშვნელობებს ღე-
ბულობენ, ანუ დასაშვებ არეში უნდა ვიპოვოთ ისეთი მთელ კოორდინატებიანი (x, y)
წერტილი, რომელიც მიზნის ფუნქციას მინიმალურ მნიშვნელობას მიანიჭებს (იხ. სუ-
რათი 13.4). დასაშვებ სიმრავლეში ვიხილავთ ოპტიმალური წერტილის ყველა "მეზო-

In this section we have described how to formulate linear programming problems. The 
general strategy may be summarized:

(1) Identify the unknowns and label them x and y.

(2) Write down an expression for the objective function in terms of x and y, and decide
whether it needs maximizing or minimizing.
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Figure 8.16

Advice

This example highlights the need to look back at the original problem to make sure that
the final answer makes sense. It is very tempting when solving linear programming prob-
lems just to write down the solution without thinking, neatly underline it and then go on
to another problem. Unfortunately, it is all to easy to make mistakes, both in the problem
formulation and in sketching the feasible region. Spending a few moments checking the
validity of your solution may well help you to discover any blunders that you have made,
as well as suggesting possible modifications to the solution procedure, as in the previous
example. We might, therefore, conclude the general strategy with the following step:

(5) Check that the final answer makes sense as a solution to the original problem.

Practice Problem

3 An individual spends 95% of earned income on essential goods and services, leaving only 5% to be
spent on luxury goods, which is subdivided between trendy clothes and visits to the theatre. The 
cost of each item of clothing is $150 and a trip to the theatre costs $70. The corresponding utility 
function is

U = 3x + 7y

where x and y denote the number of trendy clothes and theatre visits per year, respectively. In order
to maintain a reasonable appearance throughout the year, it is vital that at least nine new items of
clothing are purchased each year. Given that annual earned income is $42 000, find the values of 
x and y which maximize utility.

სურ 13.4: ოპტიმალურ წერტილთან უახლოესი მთელ კოორდინატებიანი წერტილები დასაშვებ
არეში

ბელ"მთელკოორდინატებიან წერტილს და ვრწმუნდებით, რომ
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წვერო მიზნის ფუნქცია
(20,5) 17600
(20,6) 17920
(21,5) 18400
(21,6) 18700

ოპტიმალურია (20,5) წერტილი, რაც ნიშნავს, რომ კომპანიამ უნდა დაიქირაოს 20 თა-
ნამშრომელი სრულ განაკვეთზე, 5 კი არასრულ განაკვეთზე.

ბოლოს შევნიშნავთ, რომ უმეტესობა პრაქტიკული ხასიათის მოდელებში მიღებული
წრფივი პროგრამირების ამოცანები შეიცავს ცვლადების საკმარისად დიდ რაოდენობას
და, ცხადია, მათ ამოსახსნელად გეომეტრიულ მეთოდს ვერ გამოვიყენებთ. ძალიან ხში-
რად ამ შემთხვევაში გამოიყენება ე.წ. სიმპლექს-ალგორითმი. ამ ალგორითმის მუშა-
ობის პრინციპში გარკვევა აუცილებლობას არ წარმოადგენს, რადგან საწყისი ინფორ-
მაციის შესაბამისი ინსტრუქციის მიხედვით მომზადების შემთხვევაში შესაძლებელია,
დიდგანზომილებიანი ამოცანების ამოსახსნელად გამოვიყენოთ, მაგალითად Excell-ის
საშუალება Solver-ი, ან სხვა პროგრამული პაკეტი.

13.1 სავარჯიშოები:
1. ფირმამ გადაწყვიტა გამოუშვას კომპიუტერების ორი ახალი მოდელი: COM1 და

COM2. თითოეული ეგზემპლარის წარმოება შესაბამისად 1200 და 1600 ლარი
ჯდება. ფირმას მიაჩნია, რომ წარმოება გარკვეულ რისკებთანაა დაკავშირებუ-
ლი და ყოველკვირეული საწარმოო დანახარჯები შემოსაზღვრული აქვს 40000
ლარით. კვალიფიციური მუშახელის დეფიციტის გამო ფირმას კვირაში 30 კომპი-
უტერზე მეტის გამოშვება არ შეუძლია. თითოეული კომპიუტერის რეალიზაციის
მოგება შეადგენს 600 და 700 ლარს, შესაბამისად, COM1 და COM2 მოდელების-
თვის. როგორ დაგეგმოს ფირმამ წარმოება მაქსიმალური მოგების მისაღებად?

2. საგამომცემლო კომპანიამ გადაწყვიტა, თავისი წარმოების ნაწილი დაუთმოს ორი
სახელმძღვანელოს გამოშვებას, ესენია "მიკროეკონომიკა"და "მაკროეკონომი-
კა". ერთი ერთეულის რეალიზაცია იძლევა მოგებას 12 ლარს "მიკროეკონომი-
კის"და 18 ლარს "მაკროეკონომიკის"შემთხვევაში. "მიკროეკონომიკის"ერთი ეგ-
ზემპლარის ბეჭდვას სჭირდება 12 წუთი და აწყობას 18 წუთი, შესაბამისად, "მაკ-
როეკონომიკის"ერთ ეგზემპლარს 15 და 9 წუთი. ბეჭდვისთვის გამოყოფილია 9
საათი და აწყობისთვის 101

2
საათი. რამდენი უნდა ვაწარმოოთ თითოეული სახე-

ობის სახელმძღვანელო მაქსიმალური მოგების მისაღებად?

3. ფერმერმა უნდა გამოკვებოს ცხოველები მინიმალური დანახარჯებით, მაგრამ თი-
თოეულმა ცხოველმა უნდა მიიღოს არანაკლებ 1.6 კგ ცილა, არანაკლებ 0.3 კგ
ამინომჟავა და არაუმეტეს 0.3 კგ კალციუმი დღეში. ხელმისაწვდომი პროდუქტე-
ბია თევზის ფქვილი და ხორცის ნარჩენები, რომლებიც შეიცავენ ცილებს, კალ-
ციუმსა და ამინომჟავებს (იხ. ცხრილი). თევზის ფქვილი ღირს 0.65 ლარი 1 კგ,
ხოლო ხორცის ნარჩენი 0.52 ლარი 1 კგ.

პროდუქტი 1 კგ ცილა კალციუმი ამინომჟავა
თევზის ფქვილი 0.6 0.05 0.18
ხორცის ნარჩენი 0.5 0.11 0.05

განსაზღვრეთ მინიმალური ღირებულების რაციონი.
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4. საწარმო ორი ხარისხის ბეტონს უშვებს. მაღალი ხარისხის ბეტონის ერთი ერ-
თეული შეიცავს 10 კგ ღორღსა და 5 კგ ცემენტს, დაბალი ხარისხისა კი 12 კგ
ღორღსა და 3 კგ ცემენტს. საწარმოს მარაგი შეადგენს 1920 კგ ღორღსა და 789
კგ ცემენტს. ერთი ერთეული მაღალი ხარისხის ბეტონის რეალიზაციით მიღე-
ბული მოგება შეადგენს 1.2 ლარს, დაბალი ხარისხისა კი 1 ლარს. თითოეული
ხარისხის რამდენი ერთეული ბეტონი უნდა გამოუშვას საწარმომ მაქსიმალური
მოგების მისაღებად?

5. საქონლის ერთ საბითუმო მიმწოდებელს შეუძლია რეალიზატორს მიაწოდოს პა-
კეტი, რომელიც შედგება A საქონლის 3 ერთეულისგან, B საქონლის 6 ერთეუ-
ლისგან, C საქონლის 4 ერთეულისგან და ღირს 20 ლარი. მეორე მომწოდებელს
კი - პაკეტი, რომელიც შედგება 12 ერთეული A საქონლისგან, 3 ერთეული B
საქონლისგან, 3 ერთეული C საქონლისგან და ღირს 26 ლარი. რეალიზატორს
სჭირდება არანაკლებ 396 ერთეული A საქონელი, 288 ერთეული B და 255 ერ-
თეული C საქონელი. რეალიზატორს სურს გაიგოს, თითოეული მომწოდებლის
რამდენი პაკეტი უნდა შეუკვეთოს, რომ დანახარჯი იყოს მინიმალური. შევადგი-
ნოთ მიზნის ფუნქცია და ჩავწეროთ დასაშვები არე.

6. დიეტოლოგმა უნდა შექმნას საკვების ულუფა, რომელიც შედგება სამი პროდუქ-
ტისგან. ცხრილში მოცემულია თითოეული პროდუქტი რამდენ ერთეულ ცილას,
ნახშირწყალსა და რკინას შეიცავს, ასევე მოცემულია კალორიულობის მაჩვენე-
ბელი

ინგრედიენტები პროდუქტი 1 პროდუქტი 2 პროდუქტი 3
ცილა 5 10 15
ნახშირწყალი 2 3 2
რკინა 3 6 1
კალორია 60 142 120

დიეტოლოგმა უნდა განსაზღვროს თითოეული პროდუქტის რაოდენობა ისე, რომ
ულუფაში აღმოჩნდეს არანაკლებ 30 ერთეული ცილა, 8 ერთეული ნახშირწყა-
ლი და 10 ერთეული რკინა მინიმალური რაოდენობის კალორიებით. შევადგინოთ
მიზნის ფუნქცია და ჩავწეროთ დასაშვები არე.
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